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PRATARMÉ 


Knygoje pateikiama viso mokyklinio geometrijos kurso trumpa 
santrauka. 

Kiekvienos temos nagrinėjimas pradedamas jai skirtos teorinės 
medžiagos išdėstymu. Teorinių žinių taikymą praktikoje iliustruoja nemažai 
išspręstų uždavinių su išsamiais jų sprendimo komentarais. Kiekvienos 
temos gale pateikiamos užduotys savikontrolei. Visoms užduotims duodami 
atsakymai. Knygos pabaigoje skaitytojai ras viso geometrijos kurso 
kompleksinio kartojimo užduotis. 

Autoriai nesiekė pateikti matematikos vadovėlio pakaitalą, nes 
knygoje visi geometrijos teiginiai pateikti be įrodymų (apsiribota tik šių 
teiginių išsamiu paaiškinimu). 

Leidinys skirtas pagrindinių mokyklų, vidurinių mokyklų bei 
gimnazijų moksleiviams, kurie visada jame ras reikiamą apibrėžimą, teiginį, 
formulę, savybę, įvairių geometrijos uždavinių sprendimo pavyzdžius, daug 
užduočių savikontrolei su atsakymais. Manome, kas ši knyga moksleiviams 
bus nepakeičiamas pagalbininkas savarankiškai sprendžiant geometrijos 
uždavinius, besirengiant laikyti pagrindinės mokyklos matematikos 
egzaminą bei matematikos brandos egzaminą (mokyklinį arba valstybinį). 

Knyga taip pat sėkmingai galės naudotis ir aukštųjų mokyklų 
(pirmiausia pedagoginių) studentai, norėdami pakartoti ir prisiminti 
mokykloje įgytas geometrijos žinias. 


Autoriai 


ĮVADAS 


Geometrija yra matematikos šaka, nagrinėjanti geometrinių figūrų 
(trikampio, kvadrato, skritulio, piramidės, sferos ir kt.) savybes. 

Geometrija padeda nagrinėti aplink mus esančius objektus. Reikia 
pabrėžti tai, kai jai svarbi šių objektų forma, o ne tokios savybės, kaip 
spalva, kvapas, svoris, medžiaga, tvirtumas. Vienodos formos objektai 
vadinami tais pačiais vardais. 

Pavyzdžiui, Žemės rutulys, kamuolys yra rutuliai; atvirukas, 
kopijavimo popieriaus lapas yra stačiakampiai; moneta, velenas, skardinė — 
ritiniai ir pan. 

Geometrija — graikų kalbos žodis, reiškiąs žemės matavimą. 

Šiomis dienomis geometrija sprendžia ne tik žemės matavimo 
uždavinius. Jos žinios taikomos įvairiose mokslo srityse, pastatų statyboje, 
architektūroje, dailėje. Be geometrijos metodų ir išvadų dažnai 
neišsiverčiame ir kasdieniniame gyvenime. Pavyzdžiui, jei norime 
plytelėmis iškloti virtuvės ar prieškambario grindis, turime sužinoti, kiek 
reikia plytelių. Tam turime apskaičiuoti grindų plotą, vienos plytelės plotą 
ir, padaliję grindų plotą iš vienos plytelės ploto, surasti, kiek (apytiksliai) 
reikia plytelių. Remiantis geometrijos žiniomis, galima nesunkai 
apskaičiuoti atstumą iki neprieinamo taško, didelių medžių aukštį ir pan. 

Pirmoji knyga, kurioje pateiktas susistemintas nuoseklus geometrijos 
kursas, yra daugiau nei prieš du tūkstančius metų parašytas graikų geometro 
Euklido garsusis veikalas „Pradmenys“. 

Geometrija, kurios mokomasi mokykloje, dažnai vadinama euklidine. 

Mokyklinį geometrijos kursą sudaro dvi dalys: planimetrija ir 
stereometrija. 

Planimetrija nagrinėja vienoje plokštumoje esančių geometrinių 
figūrų savybes. 

Stereometrija yra geometrijos dalis, nagrinėjanti erdvinių figūrų 
savybes. Žodis „Stereometrija“ kilęs iš graikiškų žodžių „stereos“ — erdvinis 
ir „metreo“ — matuoju. 


1 skyrius. Kampai 


I DA LIS 1.1. Trumpa teoriné medZiaga 


Kampu vadinama plokštumos dalis, kurią 
riboja du spinduliai, išeinantys iš vieno taško, 
vadinamo kampo viršūne (taškas A). Spinduliai 
vadinami kampo kraštinėmis (AB ir AC). 
Žymime: ZBAC= ZA =а. 

Kartais kampas žymimas ir skaičiumi, parašytu kampo viduje prie 
viršūnės. Kampų didumas dažniausiai matuojamas laipsniais. Vieno 


PLANIMETRIJA 


laipsnio didumo kampas atitinka 3s dalį pilnutinio kampo. 


= Kampų rūšys 


Q Q Q Statusis kampas 
Kampa, lygų 90°, vadiname stačiuoju kampu. 
а. 
a = 90? 
Smailusis kampas 
Kampa, mažesnį už 90% t.y. mažesnį už statųjį 
a kampą, vadiname smailiuoju. 


0? <a «90? 


Bukasis kampas 
Kampa, didesnį už 90', bet mažesnį už 180“, 
a t.y. didesnį už statųjį, bet mažesnį už ištiestinį 
90? Ža < 180° kampą, vadiname bukuoju. 
a Ištiestinis kampas 


Kampas, kurio kraštinės yra vienoje tiesėje, 
a = 1807 vadinamas ištiestiniu. 


e Išvirkštinis kampas 
Kampą, mažesnį už 3609, bet didesnį už 180“, 
vadiname išvirkštiniu kampu. 


180? <a « 360? 


9 Kampai, gaunami 
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a = 3609 


trečiąja tiese c. 


a||b 


Pilnutinis kampas 
Kampą, lygų 360“, vadiname pilnutiniu 
kampu. 


Gretutiniai kampai 

Jei iš ištiestinio kampo viršūnės nubrėšime 
spindulį, tai tą kampą padalysime į du kampus, 
vadinamus gretutiniais. 


Gretutinių kampų suma lygi 180°, nes kartu jie 
sudaro ištiestinį kampą. |a. + B = 180“. 


Kryžminiai kampai 

Nubrėžus dvi susikertančias tieses, susidaro 
keturi kampai. Priešingieji kampai vadinami 
kryžminiais. 


Kryžminiai kampai yra lygūs. 
41= 43, Z2 = Z4. 


dvi lygiagrečias tieses a ir b kertant 


Atitinkamieji kampai: 
44 ir Z5, Z2 ir Z6, 
Z4 ir Z8, Z3 ir Z7. 


Išorės priešiniai kampai: 
44 ir Z7, Z4 ir Z6. |Zl= Z6, Z4= Z5. 


Vidaus priešiniai kampai: 
Z2 ir Z8, 23 ir Z5. |22-48,43- 25. 


Išorės vienašaliai kampai: 


лек жыл ІСТЕСІН 
24+ Z1 =180°. 


Vidaus vienašaliai kampai: 


Z2 ir Z5, 23 ir z8. |Z2 + Z5 =180°, 
23+ Z8 = 1809. 


Dvi plokštumos tiesės vadinamos lygiagrečiomis, jeigu jos nesikerta. 
Žymima a || b. 
Dvi plokštumos tiesės yra lygiagrečios, jeigu 


€ kampai, gauti tas tieses perkirtus trečiąja, 
= pasiZymi bent viena iš šiu savybiu: 
b e atitinkamieji kampai yra lygüs, 


e vidaus (išorės) priešiniai kampai уга lygūs, 
e vidaus (išorės) vienašalių kampų sumos 
lygios 180°. 


Kampo pusiaukampinė — spindulys, kuris 
išeina iš kampo viršūnės, eina tarp jo kraštinių 
0) іг dalija kampą pusiau. 

Spindulys OM yra kampo AOB pusiaukampinė. 


9° Kampo kraštinių kirtimas lygiagrečiomis tiesémis. 
Jei AA||| ВВ || ССІ, tai 


Jeigu dvi lygiagrečios tiesės kerta kampo 
kraštines, (аі  atkirstos atkarpos уга 
proporcingos. 

AN 


ымтасы С-СЫ. 
AB АС 


= Talio teorema 


Jei vienoje kampo kraštinėje nuosekliai 
atidėsime kelias lygias atkarpas ir per jų galus 
išvesime lygiagrečias tieses, kertančias kitą 
kampo kraštinę, tai jos toje kampo kraštinėje 
iškirs viena kitai lygias atkarpas. 


Jei OA, = AB, = B,C, ir АА || BB, || CC,, tai 
OA= AB = BC. 


9 Daugiakampio vidaus kampų suma 


B 
Trikampio vidaus kampų suma lygi 180°. 
ZA ZB + ZC = 180°. 
A Ü 
C 

B Keturkampio vidaus kampų suma lygi 360°. 
ZA + ZB+ ZC+ XD = 360°. 

А 


n - kampio vidaus kampų suma lygi 
(n - 2)-180°. 


ZA, + ZA, +...+ ZA, = (n - 2).180*. 


1.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


Suraskite, kam lygus x ir apskaičiuokite skaičiais pažymėtus keturis 
kampus: 


Sprendimas. 

a) Zl ir Z2 yra kryžminiai kampai, todėl Z1 = Z2, ty. 2x = 3x — 40°, 
х= 40°. Taigi /1=2-40°=80°, /2 =80°. Zl ir Z3 yra gretutiniai 
kampai, todėl 41+ 43 =180°. Vadinasi, 23-180?—80? = 100°. 
Z3 = Z4 = 100°, nes kampai уга kryžminiai. 

b) /1-/4-1809, nes kampai lir4 уга gretutiniai. Vadinasi, 
х+2х+30° =180°, x = 50°. 21-502, Z4 = 130°. 
£1 = Z3 = 50°, nes kampai 1 ir 3 yra kryžminiai, 

Z2 = Z4 = 130°, nes kampai 2 ir 4 yra kryžminiai. 
Atsakymas. а)/1-/2-809, 43 = Z4 = 100°, 
b) Z1= 43 = 50°, 22 = Z4 = 130°. 


Duota: 41 – 22 = 120°. 
Rasti: Zlir Z2. 


x*120? 


Sprendimas. 


Pažymėkime Z2 = x. Tada Zl = x +120°. Kampai 1 ir 2 yra gretutiniai, 
todėl Z1+ Z2 = 180°. 
Vadinasi, x +120° + x 2180?. Iš šios lygybės randame, kad х = 30°. 


Tada <2 = 30°, o 41 = 30° +120° = 150°. 
Atsakymas. 30°, 150°. 
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3. Raskite Zl ir Z2. 


Sprendimas. 

ZDCE + Z1 -1809, nes kampai yra gretutiniai. 
B Vadinasi, 
У Z1 =180° — ZDCE = 180° – 142° = 38°. 

ZDCE = ZACB = 142°, nes kampai ОСЕ ir 
A ACB yra kryžminiai. 

ZA B + ZACB =180“, nes trikampio 
kampų suma lygi 180°. Iš šios lygybės randame, kad 
ZB =1809-(ZACB + ZA), arba 22 =180° - (1429 +15°) = 23°. 
Atsakymas. <1 = 38°, 42 = 23°. 


142% 


4. Pagal brėžinio duomenis 
raskite а. 


Duota: ZPAK = 46°, ZACE = 72°. 
Rasti: ZABC. 


Sprendimas. 
ZPAK = “ВАС = 46°, nes ZPAK іг ZBAC yra kryžminiai kampai. 
ZACE + ZACB -180?,nes ZECA ir ZACB уга gretutiniai kampai. 
ZACB -1809- ZACE = 180° — 72° = 108°. 
Trikampio 4ВС kampu suma lygi 180?. Vadinasi, 
ZBAC + ZACB + ZABC =180“.Iš šios lygybės randame, kad 
ZABC -180? — (ZBAC + ZACB). Bet Z ВАС = 46°, Z АСВ =108° , 
todėl ААВС = 180? — (46° + 1089) =26° . Taigi æ = АВС = 26°. 


Atsakymas. 26°. 


Laužtę kerta tiesė. 
Kam lygus kampas x? 


Duota: 41 = 37°, Z5 = 32°, 
Z6 = 70°. 
Rasti: x. 


Sprendimas. 


26-77 =180°, nes kampai 6 ir 7 — gretutiniai. 
Taigi Z7 -1809- Z6 = 180° — 70° =110°. 
ZA 27+ ZS -1809, Z4 =180° — (110° 4 329) 2 389. 
Z3 = Z4, nes kampai 3 ir 4 уга kryžminiai. Vadinasi, Z3 = 389. 
£l = Z2, nes kampai 1 ir 2 уга kryžminiai. Vadinasi, Z2 = 37°. 
Z2- Z3 x = 180°, x = 180° — (379 + 38°) = 105°. 
Atsakymas. 105“. 


Pagal brėžinio duomenis 
raskite kampus air A, 


kai tiesės a ir b yra lygiagrečios. 


Duota: а || b, y = 59°. 
Rasti: air 2 
Sprendimas. 
а= у= 595, nes air ууга išorės priešiniai kampai, o tiesė с yra kirstinė. 
а+ = 180°, nes air Зуга gretutiniai kampai. 
В= 180° — а, 


{= 180° – 59° = 121°. 
Atsakymas. 59°, 121°. 
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7. Pagal brėžinio duomenis raskite 
а іг kampus, kai tiesės 


a ir b yra lygiagrečios. 


Duota: a || Б, 2АВС-559, ZBCD = 130°. 
Rasti: air Z. 
Sprendimas. 


“ВСР + /ВСА-1809, nes kampai BCD ігВСА yra gretutiniai. 


Vadinasi, BCA =180° – ZBCD =180° —130? = 50°. Taigi ZBCA = 50°. 
“ВАС + ZACB + ZCBA = 180°, todėl ZBAC = 75°. 

В = ZBAC = 75°, nes kampai В іг BAC yra kryžminiai. 

В+ ZEAB = 180°, todėl ZEAB =180° — 75? = 105°. 

а = LEAB -1059, nes kampai a ir EAB уга atitinkamieji. 


Atsakymas. с = 105°, 27-759. 


Tarp dviejų lygiagrečių tiesių 
nubrėžta laužtė, kurios kampų 
dydžiai parodyti brėžinyje. 
Raskite а. 


Sprendimas. 
1 būdas 
Brėžinį papildome pratęsę vieną laužtės 
atkarpą. Gauname keturkampį ABCD. 
ZADC + ZCDE = 180°, 
nes šie kampai gretutiniai. 
ZADC =180° – 30° = 150°. 
“ВАР” = ZDEF = а, пеѕ kampai BAD 
іг DEF уга vidaus ргіеќіпіаі kampai (tiesé а уга kirstiné). 
Keturkampio kampu suma lygi 360°, todél 
ZBAD + ZADC + ZDCB + ZCBA = 360°, 
а +150° +a +110° = 360°, 2а = 360° — 2609, 2a = 100°, а = 50°. 
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2 büdas 

Brėžinį papildome pratęs- 
dami vieną laužtės atkarpą. 
Gauname du trikampius 
DEF ir ABC. Pastebėkime, 
kd АВАС = ZDFE, nes 
kampai BAC ir DFE yra 
^"^ vidaus priešiniai kampai 

(tiesė a yra kirstinė). 

Turime: ZEDF + ZDFE + ZDEF =180°. Kadangi ZFED =180° — а 
(kampai DEG іг DEF yra gretutinia), o  ZEDF =30°, tai 
30° + ZDFE +180° – а = 180° , arba ZDFE — a +30° = 0. Iš šios lygybės 
randame, kad ZDFE = а — 30°. 

Kadangi “ВАС + ZABC + 2ВСА = 1809 ir “АВС =110°%, о 
“ВСА = а, tai /ВАС+110° + а =180°. Iš šios lygybės randame, kad 
“ВАС = 70° – a. Vadinasi, 70° – æ = а – 30°, ty. 22 =100°, a = 50°. 

Atsakymas. 50°. 


Lygiašonio trikampio АВС viršūnės kampo В ir kampo A 


pusiaukampinės susikerta taške O. Raskite kampą AOB, kai kampo prie 
pagrindo priekampis lygus 1369, 


B Duota: ДАВС - lygiašonis, ZBCD = 136°, 
AMir BN- pusiaukampinės. 
Rasti: ZAOB. 


M Sprendimas. 
Ža ZACB + ZBCD -180?, nes kampai ACB ir 
136? BCD yra gretutiniai. 
4 N C D Tada ZACB -180?- ZBCD, ty. 
«АСВ =180° —136? = 449, 
Trikampis АВС yra lygiašonis, todėl ZA = ZC = 44°. 
Atkarpa АМ — kampo A pusiaukampinė, todėl ZBAO = ZA: 2, у. 
“ВАО = 44? :2 = 22°. 
[А+ ZB = ZBCD (ргіекатріо savybė), ZB = 136° — 44° = 92°. 
ZABO = 2В:2 (BN – катро В pusiaukampiné), 
«АВО = 92°:2 = 46°. 
А АОВ kampų suma lygi 180°, ty. ZBAO + АОВ + ZOBA = 180°. 
Iš šios lygybės randame kampo 4ОВ didumą: 
АОВ -180? — (ZBAO + ОВА), ZAOB = 180° — (22° + 46°) = 1122. 


Atsakymas. 1122, 
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10. Dvi lygiagrečios tiesės BC ir DE 
kerta kampo A kraštines. Raskite AE, 


kai AD = 8, BD = 4, о СЕ = 6. 


Duota: ZA, ВС || DE, AD = 8, Вр = 4, СЕ = 6. 
Rasti: AE. 
Sprendimas. 


Pažymėkime AE = x. Tada AC = x + 6, o AB = 12. Taikome Talio 


AE x 8 
teoremą: —— =—— , arba —— =—. Išsprendę lygtį 12x =8(x 46), 
ie me EY prende lygtį 12x = 8(x + 6) 
randame, kad x = 12. 
Atsakymas. 12. 


11. Raskite x ir y, jei AC||DE ir 
DE:AC=4:7, be to, AD-8, 


BE = 10. 


Duota: AC || DE, DE:AC=4:7, АР =8, ВЕ = 10. 
Rasti: BD, CE. 


Sprendimas. 
Taikome apibendrintaja Talio teorema: 
BD BE DE „DE 4 -o BD 4 . BE 4 
---ш---ш----, Kadangi ----, tai ---- ir ----. 
ВА ВС АС 7 ВА 7 ВС 7 
А Ç 4. AR 
Sudarome lygtis Ра u Ар 19 кыз kurias išsprendę randame, kad 
x+8 7 10+y 7 


2 l 
ŽIA GA 
Tad 


Atsakymas. x = 102, у= 12. 
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1.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


1. Suraskite, kam lygus x ir apskaičiuokite skaičiais pažymėtus keturis 
kampus: 


3x 
4 
a) i Ы b) T - 
х+80° 3х+30° 


2. Kamlygus kampas х? 


х+32° 
а) b) x ©) : 
x X-10? 2х-36% x+4° 


3. Vienas gretutinis kampas 4 kartus mažesnis už kitą. Raskite šiuos 
kampus. 


4. Vienas gretutinis kampas 38? didesnis už kitą. Raskite šiuos kampus. 
Raskite ZlirZ2. 


л 


6. Raskite kampa x. 


7. Laužtę kerta tiesė. Kam lygus kampas x? 


8. Pagal brėžinių duomenis raskite x. 


a) b) c) 11. 
1429 
1549 108° 
56° 


112° 12 
1289 
x 
9. Raskite nezinoma En jei a || b. 13 
a 
шет Р 
14. 


125° 
Жы 


20 


. Pagal paveikslo duomenis apskaičiuokite 


10. Raskite kampus x ir y: 


a) 


a) Įrodykite, kad DE || BC. 
b) Raskite ZBDE. 


lygiašonio trikampio АВС kampus. 


Raskite stačiojo trikampio АВС kampus, 
kai AD = DC. 


Žinoma, kad 41 = Z2, /3 = Z4, 
Z5 -1049, Raskite Z6. 
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15. 


20. 


21. 
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Žinoma, kad ZACB =120“, 
AD ir BE - pusiaukampinės. 


Raskite 408. M В 
e 
В, „С 
. Apskaičiuokite pažymėtus kampus x ir y, 
jei 4D || BC ir AB = BC = CD. 
A D 


. Lygiašonio trikampio viršūnės kampo іг kampo prie pagrindo 


pusiaukampinės sudaro 125? kampą. Raskite trikampio kampus. 


„Iš trikampio stačiojo kampo viršūnės nubrėžta aukštinė іг 


pusiaukampinė. Jos sudaro 15? kampą. Raskite smailiuosius trikampio 
kampus. 


. Lygiašonio trikampio ABC kampo prie pagrindo priekampis lygus 1219. 


Trikampio aukštinės, nubrėžtos iš viršūnių A ir C į šonines kraštines, 
susikerta taške O. Raskite kampą AOC. 


Dvi lygiagrečios tiesės BC ir DE kerta kampo A kraštines. Pagal 
brėžinio duomenis raskite x. 


AD=x 
D 18 


Raskite x іг y, jei BC||DE ir 
BC:DE-3:5, be to, AB-9ir 
CE - 8. 


2 skyrius. Trikampiai 


2.1. Trumpa teorinė medžiaga 


Trikampiu vadinama plokštumos dalis, apribota trimis atkarpomis, kurių 
galai poromis sutampa. 


A, B, C - trikampio viršūnės, 
a, b, c- trikampio kraštinės, 
a, B, y — trikampio vidaus kampai, 


' 


о, В', у – trikampio vidaus kampų priekampiai. 


9° Trikampio vidaus kampų, priekampių ir kraštinių sąryšiai: 
1. Trikampio vidaus kampų suma lygi 180“, t.y. 


a+B+y= 180“. 


2. Trikampio priekampis yra didesnis už bet kurį jam negretutinį trikampio 
vidaus kampą, t.y. 


3. Trikampio priekampis lygus dviejų jam negretutinių trikampio vidaus 
kampų sumai, t.y. 


4. Trikampio priekampiu suma lygi 360°, t.y. 
5. Trikampio nelygybė: 


6. Trikampio perimetras: 


postres 
or қары: 


Trikampio pusperimetris: 


9° Trikampio elementai 


B 
Trikampio aukštinė — statmens atkarpa nuo 
trikampio viršūnės iki tiesės, kurioje yra 
priešinga trikampio kraštinė. 
BD - aukštinė. 
A D C 


Trikampio  pusiaukampiné - trikampio 
kampo pusiaukampinės atkarpa nuo jo viršūnės 
iki prieš ją esančios kraštinės. 

AD - pusiaukampinė ir ZBAD = ZDAC. 
Trikampio pusiaukampinės kertasi viename 
taške, kuris yra į trikampį įbrėžto apskritimo 
centras. 

C Trikampio pusiaukampinės savybė. 
Pusiaukampinė dalija trikampio kraštinę į 
atkarpas, proporcingas kitoms dviem јо 
kraštinėms. 


Sakykime, AD =l, - kampo A pusiaukampinė, todėl pusiaukampinės 


savybę galima užrašyti taip: 
Жыр 
n c 


Pusiaukampine /, galima apskaičiuoti pagal formule: |. =» x bc —mn. 


B 
Trikampio pusiaukraštinė — atkarpa, jungianti 
trikampio viršūnę su prieš ją esančios kraštinės 
viduriu. 
BD — pusiaukraštinė ir AD = DC. 
A D C 
A Trikampio pusiaukraštinės AK, BL ir CM 
susikerta viename taške O, kuris dalija 
kiekvieną jų santykiu 2:1 (pradedant nuo 
viršūnės): 
L M 
С x B 
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Vadinasi, 


Jei a, b, c — trikampio ABC krastinés, o 
Ma, ть, m, — trikampio ABC pusiaukraštinės, tai 
trikampio kraštines, kai žinomos jo 
pusiaukraštinės іг atvirkščiai trikampio 
pusiaukraštines, kai žinomos jo kraštinės, 
skaičiuojame remdamiesi formulėmis: 


B 
M N 

C 

Á a 

9° Kosinusų teorema. 
B 
a 
с 

C 

A b 


Trikampio viduriné linija — atkarpa, jungianti 
jo dviejų kraštinių vidurio taškus. 

MN - A ABC vidurinė linija. 

Trikampio vidurinė linija m lygiagreti vienai jo 
kraštinei ir lygi pusei tos kraštinės: 


Trikampio kraštinės kvadratas lygus kitų dviejų 
kraštinių kvadratų sumai minus dviguba tų 
kraštinių ir tarp jų esančio kampo kosinuso 
sandauga: 


а? = b? +с? —2bccos A, 


b? = а? +c? —2ac cos B, 


с? 2a? +b? —2abcos C. 
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= Sinusy teorema 


Trikampio kraštinių ilgiai proporcingi prieš jas 


B 
esančių kampų sinusams, t.y. 
b 
elm -2R, 
C sinB  sinC 
ЕЙ, ба R — apie trikampį apibrėžto apskritimo 


spindulys. 


A 


* Įtrikampį įbrėžtas apskritimas 


A 1. Į kiekvieną trikampį galima  įbrėžti 
apskritimą. 

2. Į trikampį įbrėžto apskritimo centras O yra 
to trikampio pusiaukampinių АО, BO іг 
CO susikirtimo taškas. 

3. Jei į trikampį ABC įbrėžtas spindulio r 
apskritimas, tai 


l | š 
r=—,| arba |” = я 
р a+b+c 


čia S — trikampio plotas, p — trikampio pusperimetris: p — 


(a, b, c — trikampio krastinés). 


9 Apie trikampį apibrėžtas apskritimas 


1. Apie kiekvieną trikampį galima apibrėžti 
apskritimą. 

2. Apie trikampį apibrėžto apskritimo centras 
O yra to trikampio kraštinių vidurio 
statmenų susikirtimo taškas. 

3. Apie trikampį ABC apibrėžto apskritimo 

spindulys 


čia S — trikampio plotas, 
а, b, c — trikampio kraštinės. 
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æ Trikampių rūšys pagal kampus 
B 


Smailusis trikampis — tai trikampis, kurio visi 
kampai yra smailieji, t.y. mažesni už 90? 
Катра, ( ZA <90°, ZB <909, ZC < 90°). 


А 
C 
4 Bukasis trikampis — tai trikampis, kurio vienas 
ioca kampas yra bukasis, t.y. didesnis uZ 90? kampa. 
B (ZC»90?, ZA«909, ZB «90? ). 
C 
A 
Statusis trikampis - tai trikampis, kurio 
vienas kampas status. ( ZC = 90? ). 
C B 


9 Stačiojo trikampio kraštinių ir kampų sąsajos 

Stačiojo trikampio smailiojo kampo sinusu vadinamas prieš tą kampą 
esančio statinio ir įžambinės santykis. 

Stačiojo trikampio smailiojo kampo kosinusu vadinamas prie to kampo 
esančio statinio ir įžambinės santykis. 

Stačiojo trikampio smailiojo kampo tangentu vadinamas prieš tą kampą 
esančio statinio ir prie to kampo esančio statinio santykis. 


Stačiojo trikampio smailiojo kampo kotangentu vadinamas prie to 
kampo esančio statinio ir prieš tą kampą esančio statinio santykis. 
Jei a, b — trikampio ABC statiniai, c — įžambinė, tai 
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a = csina = ссоѕ 8 = Ыса = bctgf, 
b = сѕіп f = ccos z = atgf = actga, 
a b b a 


sina cosa sinf соз? 


=“ Pitagoro teorema 


Stačiojo trikampio įžambinės kvadratas lygus statinių kvadratų sumai: 
Remdamiesi Pitagoro teorema, lengvai randame vieną iš stačiojo 
trikampio kraštinių, kai žinomos kitos dvi: 


(^ a, b — statiniai, 

c — įžambinė, 

h. — aukštinė, nuleista i$ stačiojo kampo 

viršūnės C į įžambinę, 

a, — statinio a projekcija įžambinėje с, 

b, — statinio b projekcija įžambinėje с. 
Stačiojo trikampio statinis yra įžambinės ir to statinio projekcijos 

įžambinėje geometrinis vidurkis: 


Stačiojo trikampio aukštinė, nubrėžta iš stačiojo kampo viršūnės, yra 
statinių projekcijų iZambinéje geometrinis vidurkis: 


9° Stačiųjų trikampių savybės 


1. Stačiojo trikampio dviejų smailiųjų kampų suma lygi 90°, t.y. 
LZA+ ZB =90“. 


2. Stačiojo trikampio statinis, esantis prieš 30° kampą, lygus pusei 
įžambinės, t.y. jei | ZA = 30°, tai a = > 
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3. Jei stačiojo trikampio statinis lygus pusei įžambinės, tai prieš tą 
statinį esantis kampas lygus 30“. 
Į statųjį trikampį įbrėžtas ir apie statųjį trikampį apibrėžtas 
apskritimas 


a, b- statiniai, 

c — įžambinė, 

O — įbrėžto apskritimo centras, 
r- įbrėžto apskritimo spindulys. 


1. Apie statųjį trikampį apibrėžto apskritimo 
centras O, yra įžambinės vidurio taškas. 

2. Apie statųjį trikampį apibrėžto apskritimo 
spindulys R lygus pusei įžambinės: 


čia m, — pusiaukraštinė, nubrėžta iš stačiojo 
kampo viršūnės C į įžambinę c. 


Ф Trikampių rūšys pagal kraštines 
Lygiašonis trikampis 
Trikampis, kurio dvi kraštinės lygios, vadinamas lygiašoniu. 


a ir b — šoninės kraštinės, 
c — pagrindas. 


(šoninės kraštinės lygios). 


1. Lygiašonio trikampio kampai prie pagrindo 
lygūs, ty. | ZA = ZB. 


2. Lygiašonio trikampio aukštinė, pusiaukam- 
pinė ir pusiaukraštinė, nubrėžtos į pagrindą 


c, sutampa, t.y. 
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Lygiakraštis trikampis 

Trikampis, kurio visos kraštinės lygios, vadinamas lygiakraščiu. 

1. Lygiakraščio trikampio visi kampai 
lygūs 60°. 

2. Lygiakraščio trikampio aukštinė, pusiau- 
kampinė ir pusiaukraštinė, nubrėžtos iš bet 
kurios trikampio viršūnės į prieš ją esančią 
kraštinę, sutampa. 


“ Trikampių lygumas ir trikampių lygumo požymiai 
Du trikampiai vadinami lygiais, jei juos galima uždėti vieną ant kito 
taip, kad jų kraštinės sutaptų. 
В, B; 


En С А; C, 


Jei du trikampiai lygüs, tai vieno trikampio krastinés ir kampai lygüs 
kito trikampio atitinkamoms kraštinėms ir atitinkamiems kampams, t.y. jei 
du trikampiai АВС іг А,В,С lygūs (žymima: AA BC, = A4,B,C, ) tai 
AB, = A,B,, BC, = B,C,, AC, = AC,, 
А-А, ZB, = ZB,, ZC, = ZC,. 


9 Trikampių lygumo požymiai 
Pirmasis trikampių lygumo požymis (trikampių lygumas pagal dvi 
kraštines ir kampą tarp jų) 


Jei vieno trikampio dvi kraštinės ir kampas tarp jų atitinkamai lygūs kito 
trikampio dviem kraštinėms ir kampui tarp jų, tai tie trikampiai lygūs. 


Jei 4B, = AB,, AC, = AC,, ZA = ZA,, tai A ABC, = A А,В,С, 


Antrasis trikampių lygumo požymis (trikampių lygumas pagal 
kraštinę ir du kampus prie jos) 
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Jei vieno trikampio kraštinė ir du prie jos esantys kampai atitinkamai 
lygūs kito trikampio kraštinei ir dviem prie jos esantiems kampams, tai tie 
trikampiai lygūs. 


Jei AB, = A,B,, ZA, = ZA,, ZB, = ZB,, tai A АВС, = AA,B,C,. 


Trečiasis trikampių lygumo požymis (trikampių lygumas pagal tris 
kraštines) 

Jei vieno trikampio visos kraštinės atitinkamai lygios kito trikampio 
kraštinėms, tai tie trikampiai lygūs. 


Jei AB, = A,B,, AC, = A,C,, BC, = В,С,, tai A ABC, = A А,В,С 
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7 Trikampių panašumas ir trikampių panašumo požymiai 


Trikampiai vadinami panašiais, jei vienas gautas iš kito jį sumažinus 
arba padidinus. 
1 


B; 
kc ka 


Aj C, A; C, 


kb b 


Jei du trikampiai panašūs, tai ju atitinkami kampai уга lygūs ir 
atitinkamos kraštinės yra proporcingos, t.y. jei trikampiai А,В,С, ir A;B;C; 
panašūs (žymima: A АВС, ~ A А,В,С, ), tai 


ZA, = ZA,, ZB, = ZB,, ZC, = 2С, ir 


АВ, = BC, = AC, =k; 
A,B, В,С, AC, 


čia k — panašumo koeficientas. 


Tiesė, lygiagreti vienai trikampio kraštinei ir kertanti kitas dvi kraštines, 
atkerta nuo jo trikampį, panašų į duotąjį. (Talio teoremos išvada). 

Vadinasi, atkirsto trikampio kraštinės proporcingos duotojo trikampio 
kraštinėms. 


B 
DE|| АС, А ВЕР ~ А АВС 
р Е BD BE DE 
BA BC AC 
А С 
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9° Panašiųjų trikampių savybės 


1. Dviejų panašiųjų trikampių А,В,С, ir А;В;С; plotų santykis lygus 
panašumo koeficiento kvadratui, t.y. 


2 2 
Suas (2 -(28) (28) = к? 
„i A, B B 2 C, 4, с, 
2. Dviejų panašiųjų trikampių А,В,С, іг 4;B;C; perimetrų santykis lygus 


panašumo koeficientui: 


Жаз АЙ BE Аб 
Poa Gh Ju 46 


-k 


Pastebésime, kad jei trikampiai А,В,С, ir A;B;C; уга panašūs, tai 
galioja tokios apibendrintos lygybés: 


P, 


ААВС, 


S 


AAB G. 


S 


ААВС) 


čia ај, Б}, су – trikampio А,В,С, kraštinės, 
аҙ, Б), c>— atitinkamos trikampio 4;B;C; kraštinės, 
h, — trikampio А,В,С, aukštinė, 
h; – atitinkama trikampio 4;B;C; aukštinė, 
r,- i trikampį А,В,С, įbrėžto apskritimo spindulys, 
rı — į trikampį 4:В8;С; įbrėžto apskritimo spindulys, 
R, – apie trikampį А,В,С, apibrėžto apskritimo spindulys, 
К, – apie trikampį 4>B;C; apibrėžto apskritimo spindulys. 


B, 
B; 
С] a, 
A. 


C; 


ы b; 
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ч" Trikampių panašumo požymiai 
Pirmasis trikampių panašumo požymis (trikampių panašumas pagal 
du kampus) 


Jei vieno trikampio du kampai atitinkamai lygūs kito trikampio dviem 
kampams, tai tie trikampiai panašūs. 


Jei ZA = ZA, ZB, = ZB,, tai A ABC, ~ A A,B,C,. 


Antrasis trikampių panašumo požymis (trikampių panašumas pagal dvi 
kraštines ir kampą tarp jų) 


Jei vieno trikampio dvi kraštinės proporcingos kito trikampio dviem 
kraštinėms ir kampai tarp tų kraštinių lygūs, tai tie trikampiai panašūs. 


yei АВ. AG 


ir ZA = ZA,, tai A АВС, ~A А,В,С,. 


AB, AC, 
Trečiasis trikampių panašumo požymis (trikampių panašumas pagal tris 
kraštines) 


Jei vieno trikampio visos trys kraštinės proporcingos kito trikampio 
kraštinėms, tai tie trikampiai panašūs. 


„Жек tai A BG A A Be. 


Ex AC, 


Stačiųjų trikampių panašumo požymiai 
Du statieji trikampiai yra panašūs: 
1) jei йе turi po vieną lygų smailųjį kampą, 


2) jei vieno stačiojo trikampio statiniai proporcingi kito stačiojo 
trikampio statiniams, 


3) jei vieno stačiojo trikampio įžambinė ir statinis yra proporcingi kito 
stačiojo trikampio įžambinei ir statiniui. 
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*' Keturi ypatingi trikampio taškai 
1 taškas. Trikampio aukštinės kertasi viename taške. 


2 taškas. Trikampio pusiaukampinės kertasi viename taške. Šis taškas 
yra į trikampį įbrėžto apskritimo centras. 


3 taškas. Trikampio pusiaukraštinės kertasi viename taške. 


4 taškas. Trikampio kraštinių vidurio statmenys kertasi viename taške. 
Šis taškas yra apie trikampį apibrėžto apskritimo centras. 


ч” Trikampio plotas 


Trikampio plotas lygus jo kraštinės ir aukštinės, išvestos į tą kraštinę, 
sandaugos pusei. 


čia h, — aukštinė , nuleista iš viršūnės A į 
kraštinę a, 

h, — aukštinė, nuleista iš viršūnės B į kraštinę b, 
h. — aukštinė, nuleista iš viršūnės C į kraštinę c. 


Trikampio plotas lygus dviejų jo kraštinių ir sinuso kampo tarp jų 
sandaugos pusei. 
A 


C = B 


Jei žinomi visų trikampio kraštinių ilgiai, tai trikampio plotą galime 
skaičiuoti taikydami Herono formulę: 


Ą 
S - | p(p - aXp - bXp - c); 
b c 
C a B 


. +b+ : А А А 
čia p= т — trikampio pusperimetris. 
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Trikampio plotas lygus perimetro ir j trikampi 
įbrėžto apskritimo spindulio sandaugos pusei. 


čia p — pusperimetris, r — į trikampį 


įbrėžto apskritimo spindulys. 


XX 
c 
"ENS abc ; AOT EN 
pex čia R — apie trikampį apibrėžto 
22 apskritimo spindulys. 


9° Stačiojo trikampio plotas 


Stačiojo trikampio plotas lygus statinių sandaugos pusei. 


1 
čia a, b — statiniai 


A 
c Stačiojo trikampio plotas lygus įžambinės ir į ją 
b išvestos aukštinės sandaugos pusei. 
mr т 
С 2 В vut | čia c — įžambinė, A, — aukštinė, 
nuleista iš stačiojo kampo viršūnės | 
įžambinę c. 


9 Lygiakraščio trikampio plotas 
Lygiakraščio trikampio plotas apskaičiuojamas pagal formulę: 


2 
3 
AN čia a — trikampio kraštinė. 
a 
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2.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


= Pitagoro teorema 4 Duota: 4B: BC=3:4, AC = 20 cm. 
— —— - Rasti: АВ, BC. 
1. Lygiašonio trikampio šoninė kraštinė lygi 17 cm, o pagrindas — 16 cm. ў 
Apskaičiuokite į pagrindą išvestą aukštinę. Sprendimas. | ; 
Sakykime, kad 1 dalis lygi x ст. Tada AB - 3x 
ir BC = 4x cm. 


Duota: AB = ВС = 17 ст, AC = 16 cm. 


B Rasti: BD B C Taikome Pitagoro teorema: 
in AB? + BC? = AC? , ty. (3х) +(4x) = 20°. 
Sprendimas. ; ; TUM 
Iš stačiojo A ADB, taikydami Pitagoro Išsprendę lygtį (3x) +(4x) = 20°, randame, kad x=4. Vadinasi, 
teoremą, randame BD. AB=3-4=12cm, ВС = 4-4 = 16 ст. 
Kadangi ЛАВС - lygiašonis, tai BD yra ir Atsakymas. 12 cm ir 16 cm. 
A D C aukštinė, ir pusiaukampine, ir pusiaukraštinė, 
todėl 4D - 4C, 4D - ag 
Вр? = АВ? – AD, BD? =17° -8' = (17 -8X17 48) - 9-25, 4. Apskaičiuokite x. 
BD = 15 cm. 


2. Raskite lygiakraščio trikampio kraštinę, kai aukštinė lygi 4. 


D C 


Ра2утіте kraštinę AB = x. Tada AD = > 


Atsakymas. 15 cm. 


Duota: BD -343, AB = 6. 


ETE 2 Rasti: CD. 
Lino: АВ = ВС= АС, ВР = 4. Sprendimas. 
Rasti: AB. I$ stačiojo А ADB, taikydami Pitagoro teorema, randame AD: 
Sprendimas. АВ? = Ар? + BD', Ар? = 62 - 6.3], AD =3. 
AD = 3 AC. I$ stačiojo А ADC, taikydami Pitagoro teorema, gauname: 


АС? = AD + DC, (2х) 23 +x, x -3, х= 43. 
Atsakymas. 48, 


Iš stačiojo А ABD, taikydami Pitagoro teoremą, randame AB: 


АВ? = Ар? +BD*, х? 
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ET uo. Ж Зх? 5. Trikampio kraštinių ilgiai yra: 
-() TEQUE DIN езе, a) 9, 12, 15; b) 3,4,6. 
Nustatykite, kuriuo atveju trikampis yra statusis. 
Sprendimas. 
8/5 Jei trikampio vienos kraštinės kvadratas lygus kitų dviejų kraštinių 
Atsakymas. 7%” kvadratu sumai, tai trikampis уга statusis. 
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a) 9° +12? -157, 

Kadangi 81--144 — 225, tai trikampis yra statusis. 
b) 3! +p = 6. 

Kadangi 9 +16 = 36, tai trikampis nėra statusis. 


6. Trikampio dviejų kraštinių ilgiai yra 10 cm ir 8 cm. Kokio ilgio turėtų 
būti trečioji kraštinė, kad trikampis būtų Pitagoro? 


Sprendimas. 

Trys natūralieji skaičiai, iš kurių dviejų skaičių kvadratų suma yra lygi 
trečiojo skaičiaus kvadratui, vadinami Pitagoro skaičių trejetais, o 
trikampiai, kurių kraštinių ilgiai lygūs tokiems skaičiams - Pitagoro 
trikampiais. 

Vadinasi, kad trikampis būtų Pitagoro trikampis, tarp skaičių 
(kraštinių) turi būti teisinga Pitagoro teorema (c? = a? +b*). Vadinasi, 
trečioji trikampio kraštinė gali būti arba statinis, arba įžambinė. 

1 atvejis. Tarkime, kad a = 10 cm, b = 8 cm, tai 

? =a? +b’, è -10 +8, c? 2164, c = 2441 ст. 

2 atvejis. Tarkime, Кай c=10cm,a=8cm, tai с =а? +b’, 

b! zc'-a, b =10° -8, b? 236, b=6cm. 


Atsakymas. 6 cm arba 2441 cm. 


7. Stačiojo trikampio perimetras 24, o įžambinė 10. Apskaičiuokite 


statinius. 


Duota: P = 24, AC = 10. 
Rasti: AB ir BC. 
Sprendimas. 
B G P = АВ + ВС + AC, АС? = АВ? + BC". 
Pažymime AB = x, BC = y ir sudarome lygčių sistemą: 
pa | 


x! + у? =100, 196—28у+2у* –100 = 0. 
х=14-у, y! - 14y +48 = 0, 
jm уў жу! -100, у =8, y, = 6. 
x, 26, X,=8. 


Atsakymas. 6 ir 8. 
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8. Stačiojo trikampio vienas statinis 20 cm trumpesnis už kitą statinį ir 
40 cm trumpesnis už įžambinę. Raskite atkarpų ilgius, į kuriuos dalija 
aukštinė, išvesta iš stačiojo kampo, jei aukštinė lygi 48 cm. 


Duota: BD = 48, BD L AC. 
D Rasti: AD ir CD. 


Sprendimas. 
1 büdas. 


Pažymime АВ-х. Tada BC=x+20 ir 
AC 7 x * 40. 
Trikampiui ABC taikydami Pitagoro teorema, randame AB. 
АС? = AB! + ВС?, 
(x+40) = х? «(x +20). 
Išsprendę lygtį x^ – 40x – 1200 = 0, gauname x = 60 (х = —20 netinka 
pagal uždavinio sąlygą). Vadinasi, АВ = 60 cm, BC = 80 cm, АС = 100 ст. 


Iš stačiojo А ABD randame AD іг CD: 
АР? = АВ? — BD', 
АР? = 60° — 48° = (60 — 48)(60 + 48) = 12-108, 


AD = 412-108 = ү4:3:36:3 =6:3.2 =36ст ir CD = AC - AD, 


CD =100-36 = 64 cm. 


2 būdas. 
Pažymime ВС = х. Tada AB = x - 20 ir AC = x + 20. 
Kadangi AC? = AB? + ВС?, tai 
(x + 20) =x + (x _ 20). Išsprende šia lygti, gauname x = 80. 
(x = 0 — netinka). 
Vadinasi, BC = 80 ст, АВ = 60 cm ir AC =100 cm. 
Atkarpu AD ir CD ilgius randame taip pat, kaip ir 1 sprendimo büde. 


Atsakymas. 36 cm ir 64 cm. 
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“ Geometrinis vidurkis stačiajame trikampyje 


9. Stačiojo trikampio statiniai yra a ir b, 
aukštinė — A, įžambinė - c, o statinių 
projekcijos įžambinėje — а, ir b.. 
Apskaičiuokite: 


а) а, Б, с, А, Каіа, = 9, Ь, =16, 
b) bc, b. h, kata = 8, а, = 4, 
с) а, Б, а, ba kai c = 10, h = 4,8. 


Sprendimas. 
a) A=Ja,-b,, h 249.16 23.4 =12. 
ста, +b,, c=25. 
a=„c-a,, а-ЧУ25.9-5-3-15. 
b= Jc:b., b= 425-16 =5:4 = 20. 
Atsakymas. а = 15, Б = 20, с= 25, ћ = 12. 
2 
b а? =са,, с=®—, Ке эдет 
а, 4 
b,-c-a, b, «12. 


h= Jab, Вһ-412.4-443. 
b= „cb, b - 416-12 - 843. 


Atsakymas. b - 8/3, с-16, b, =12, h- 443. 


c) 1 būdas. 
h’ =a Б. 
Pažymime a, =x, b, -10-<х. 
x(10 - x) = 4,82, 
x^ - 10x + 23,04 = 0, 
x =100 -92,16 = 7,84 = 2,8”, 
os 102,8 
2 
а, = 64, b, = 3,6, a 6d, а = 43,6-10 = 6. 


b? =cb,, b-464-10-8. 


š x, = 6,4, x, = 3,6. 
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2 büdas. 
ab ab = 48, 
= == b = hc, 
a c' ç. : LA 
48 
а= —, 
b 
D? #0, 
BA p 100-0 
b b +0. 
b* — 1005? + 2304 = 0, Grįžę prie pakeitimo, gauname: 
dame pakeitimą b° A E n 
=x, x> 0. 
Ivedame pakeitima x PS 
х? — 100x + 2304 = 0, ME DUE Ue 
D = 784 = 28°, EI ев сур; 
b, = 6,4. 
ы 5. ебі, x,=36.| “ 


Atsakymas. a = 6, b = 8, a, = 64, b, = 3,6. 


Statmuo, išvestas iš stačiojo kampo viršūnės, dalija įžambinę į 
atkarpas, kurių viena 12 cm ilgesnė už kitą. Raskite įžambinę, jei 
statmens ilgis lygus 8 cm. 


Duota: BD = 8 cm, DC = AD + 12. 
Rasti: AC. 


D C Sprendimas. 
Pažymime AD = x. Tada CD = x + 12. 

Žinome, kad BD? = AD- CD. Gauname lygtį 8° = x (x 412). 
Išsprendę lygtį x(x + 12) = 64, randame, kad x = 4 (x = —16 netinka). 
Vadinasi, AD = 4 cm, CD = 16 cm ir AC = 20 cm. 

Atsakymas. 20 cm. 


41 


11. Stačiojo trikampio statiniai sutinka kaip 3:2, o aukštinė dalija 


įžambinę į atkarpas, kurių viena 2 cm ilgesnė už kitą. Apskaičiuokite 
įžambinę. 
A Duota: AB: BC=3:2, AD=2+ CD. 

Rasti: AC. 

Sprendimas. 

Sakykime, kad viena dalis lygi ycm. Tada 

AB = 3y, BC = 2y. 

Pažymime, kad CD=x, AD=x+2 ir 


В“ С АС=2х+2. 
Zinome, Кай 
АВ? = АР. AC, ВС? = СР. AC, 
9y! = 2(x - 2x +1), ; 4y* = 2x(x +1), 
us — yte че ) 


Sulygine dešiniąsias lygybiu puses, gauname lygtį 


2(х+2{х+1) = де +1) . Ją išsprendę, randame x = 1,6 cm. 


Atsakymas. 1,6 cm. 


A Duota: AD = 9 cm, CD = 16 cm. 
D Rasti: AB, BC. 
Sprendimas. 
B C Į (1), (2) іг (3) lygybes įrašę 
atitinkamas dydžių reikšmes, 


gauname lygčių sistemą: 
Pažymime: AB = x, BC = y, 
BD=h. AC=25 cm. 
Iš A ABC randame М-х-9, (3) 
АВ? + BC? = АС". (1) k’ = у? -16. (4) 
Iš A ABD randame Sulyginę (3) ir (4) lygybių 
BD’ = АВ? — АП), (2) dešiniąsias puses, gauname: 
Iš ABDC randame | +y? = 625 


BD’ = BC? -CD?. (3) x Bl y — 256, 


x! + y? z25!, 
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x —15, 
Išsprendę šią lygčių sistemą, randame: | 20 
у= 2). 


Vadinasi, АВ - 15 cm ir BC — 20 cm. 
Šį uždavinį galima spręsti naudojant geometrinio vidurkio formules: 


BD=JAD-DC, ty. Вр = 416:9 =12. 
АВ = у АР. АС, ty. АВ = 49-25 =15. 
BC-4CD-AC, ty. ВС-Ч16-25 -20. 


Atsakymas. 15 cm ir 20 cm. 


9 Stačiojo trikampio kraštinių ir kampų sąsajos 


13. Stačiojo trikampio statinis 14, o kampas prie šio statinio 60%. Raskite 


kitą statinį ir įžambinę. 
Duota: AB = 14, ZA = 60°. 


A 
Rasti: AC ir BC. 
Sprendimas. 
АС- AU A AC = 12 = 
B C cos А cos 609 


BC = ACsin А, ВС = 28 ѕіп60° = 144/3. 
Statinį BC galima rasti remiantis Pitagoro teorema: 
ВС? = АС? – АВ?, ВС? = 28° -14' = Q8-14 28 +14) = 14-42, 
BC = 414-143 = 144. 


Atsakymas. 144/3 ir 28. 


14. Lygiašonio trikampio pagrindas lygus 8 ст, о kampas prieš šį pa- 
grindą 60". Raskite šonines kraštines ir aukštinę, išvestą iš šio kampo. 


B Duota: AC = 8 cm, /А=60°. 
Rasti: AB, BC, BD. 


Sprendimas. 
Kadangi A ABC yra lygiašonis, tai aukštinė 


BD, išvesta iš viršūnės B, yra kartu ir 
pusiaukraštinė, ir pusiaukampinė. 
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Vadinasi, AD = АС: 2, ty. AD-4ir ZABD = ZB :2, ZABD = 30°. 
I$ A ADB randame: Ali, Айн —=% 

sin ABD sin 309 
Taigi AB = BC =8 ст. BD = AB -cos ABD, BD = 8.со530° = 443. 


Vadinasi, BD = 44/3 cm. 


Atsakymas. 8 cm ir 445 cm. 


15. Lygiašonio trikampio pagrindas 645,0 šoninė kraštinė 6. Raskite 


trikampio kampus. 


Duota: АС- 643, AB =6. 
Rasti: ZA, ZB, ZC. 


А C Sprendimas. 


D 
ZA = “С, nes А ABC lygiašonis. Lygiašonio А ABC aukštinė, išvesta 


iš viršūnės В, уга kartu ir pusiaukampinė, ir pusiaukraštinė. 
Vadinasi, AD=AC:2, ty. AD-343 ir ZABD=ZB:2, ty. 
ZB = 2. ZABD. 
I$ stačiojo ^ ADB randame ZA: 


„6 5 
6 


ndn cos ш---, /А-ағссов---, ZA-ZC = 30°. 
AB 2 2 


А ADB -statusis, nes BD L AC. Kadangi ZA + ZABD = 90°, 
tai ZABD =90° -30° = 60° ir ZB-2- ZABD, ty. ZB -120*. 
Atsakymas. 30°, 30°, 120°. 


16. Lygiašonio trikampio šoninė kraštinė lygi a, о kampas prie 


pagrindo — a. Raskite trikampio perimetrą. 


B Duota: АВ = ВС = а, ZBAC = ZBCA-a. 
Rasti: P 
Sprendimas. 
P= AC + 2AB. 
BD - aukstiné ir pusiaukraštinė, AC = 24р. 
Iš А ADB randame: AD = AB cosa, t.y. 


C AD =acosa. Vadinasi, AC =2acosa. 


Р = 2асоѕа + 2a = 2a( +coso)= 4acos >, 
nes l+cosa = 2cos' 7. 


Atsakymas. 4а cos? x: 


. Nuo stulpo АВ viršūnės į žemės 
paviršių nutiesti laidai BC ir BD, 
su žeme sudarantys 60? ir 30? 
kampus, CD = 10 m. 


a) Raskite stulpo aukštį. 

b) Raskite laidų ilgius. 

с) Ar užteks 26 metrų vielos 
šiems laidams nutiesti? 


Duota: CD = 10 m, ZBDC -309, ZBCA = 60°. 
Rasti: a) BD, BC, b) AB. 
Sprendimas. 
a)  PaZymékime AC = x. Tada AD = x + 10. 
Iš stačiojo А BDA randame АВ = AD-tgD, АВ = (x + DES (1). 
Iš stačiojo А BAC randame АВ = АС- ЕС, AB=x/3 (2). 
Sulyginame (1) ir (2) lygybiu dešiniąsias puses ir gauname lygtį 


(x + 102 S x45. Išsprendę šią lygtį, randame, Кай х-5т. 


Vadinasi, AB = 543 m. 


b) Iš stačiojo A BAD randame: BD = 2, BD =10./3 m. 
sin 


Iš stačiojo А ВАС randame: BC = Z, BC =10 m. 


sin 


c) Kadangi BD BC =10(/3 +1)= 27,2 m, tai 26 m vielos neužteks 
šiems laidams nutiesti. 
Atsakymas. a) 5/3 m, b) 10 т, 1043 m, с) neužteks. 
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æ Trikampių lygumas 


18. Įrodykite, kad А MNR = A КАР, 
kai MN = KN ir NP = NR. 


Duota: MN = KN, NP = NR. 
Įrodyti: A MNR = AKNP. 
Įrodymas. 
Kadangi MN = KN, NP = NR ir ZN bendras abiem trikampiams, tai 
^ MNR = А KNP (trikampių lygumo požymis pagal dvi kraštines ir kampą 
tarp jų). 


19. Išmatavus buvo gauta, kad DE = 80 m. 


Kam lygus kūdros ilgis АВ? 


Duota: AO = OE, BO = OD. 
Rasti: 4B. 
Sprendimas. 


Kadangi AO = OE, BO - OD ir ZAOB = ZEOD (nes kampai AOB ir 
EOD yra kryžminiai), tai A АОВ =A EOD (trikampių lygumo požymis 
pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų). Jei trikampiai lygūs, tai lygūs ir 
atitinkami trikampio elementai, todėl DE = AB. Vadinasi, AB = 80 m. 


Atsakymas. 80 m. 
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20. Brėžinyje MN L NS, RS L NS, 
be to, MN = RS. [rodykite, kad 


trikampiai MNS ir RSN yra lygūs. 


Duota: MN L NS, RS L NS, MN = RS. 
Įrodyti: A MNS = A RSN. 
Įrodymas. 
Kadangi MN L NS, RS L NS, tai ZMNS = ZRSN = 90°. Kraštinė 
NS —bendra abiem trikampiams, о MN = RS, todėl A MNS = A RSN 
(trikampių lygumo požymis pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų). 


21. Brėžinyje pavaizduoti du trikampiai. 


Įrodykite, kad A ACB = A DCE. 


Duota: ZA = ZD, АС = СР. 
Įrodyti: A АСВ = A DCE. 
Irodymas. 
Kadangi ZA= ZD, АС = CD, o ZACB= ZDCE, nes kampai yra 
kryžminiai, todėl A ACB = A DCE (trikampių lygumo požymis pagal 
kraštinę ir prie jos esančius kampus). 
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ч" Trikampių panašumas 


22. Apskaičiuokite x, jei MN || BC. 


Duota: A4BC, MN || BC, AN = 5, NC = 2, MB = 3. 
Rasti: AM. 
Sprendimas. 


AM AN 
Pagal apibendrintąją Talio t — =—. 
agal apibendrintąją Talio teoremą P 
Kadangi atkarpa АС = AN + NC 2-7, о AB = AM + MB = x +3, tai 


z СД arba 7x = 5(х + 3). Išsprendę šią lygtį randame, kad х = 7,5. 


x+3 2 7 
Atsakymas. 7,5. 


23. Raskite x ir y, jei ВС || DE. 


Duota: А AED, BC || DE, AB 210, AC =8, СЕ = 4, ВС = 6. 
Rasti: BD ir DE. 


Sprendimas. 

Kadangi BC || DE, tai ZABC - ZADE, nes kampai уга atitinkamieji ir 
“АСВ = ZAED, nes kampai - atitinkamieji. Vadinasi, A АСВ ~ ^ AED 
(trikampių panašumas pagal du kampus). Jei trikampiai panašūs, tai 
atitinkamos atkarpos yra proporcingos t.y. 

AB AC BC 


=— =—. Jei BD = x, tai AD=x+10 ir AC =8, AE =12. 
AD AE DE 
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Мый 52 фу, E NR k 8(x 10) 2120, x - 5. 
AD AE x+10 12 

I$ santykio A let randame DE: LM 8y = 72, y = 9. 
АЕ РЕ 12 y 


Atsakymas. x = 5, у = 9. 


24. Pagal bréZinio duomenis 
apskaičiuokite atstumą AC. 


Duota: BC =30 т, BD = 40 т, DE =34 m. 
Rasti: AC. 
Sprendimas. 
Kadangi ZBDC = BEA ir ZB bendras, tai А BDC ~ ^ BEA 


(trikampių panašumas pagal du kampus) ii -----. Раўутіте 


AC =x.Tada AB=x+30 ir BE=74m. Sudarome lygtį ш--, 
x 
kurią išsprendę randame, kad х = 25,5 т. 


Atsakymas. 25,5 m. 


25. Panašiųjų trikampių AMS ir BCL atitinkamos kraštinės yra AM ir BC, 
MS ir CL, AM = бст, М5 = 8 cm, AS = 10 ст, AŽ Raskite 


А BCL kraštines ir plotų santykį. 


С Duota: 
M АМ = 6 cm, MS = 8 cm, AS =10 cm, 
BC 3 
А Lan 
4 58 L Rasti: BC, CL, BL. 
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Sprendimas. 

A AMS ~ А BCL, todėl леме ЖЕ у Kadangi Ee. tai 
AM М8 AS 2 

PU et. Bc. 24M. WC s 2-P ogm 

AM 2 2 2 

£52 Е жы анан 

MS 2 2 2 

BB BL 2. е о M 

45 2 2 2 


Prisiminkime, kad panašiųjų trikampių plotų santykis lygus panašumo 
koeficiento kvadratui. 


2 
Vadinasi, Sua m =k*, arba Suc -(% MIS v -2- 2,25. 


AAMS AAMS 2 AAMS 


Atsakymas. 9 cm, 12 cm, 15 cm ir 2,25. 


26. Vieno trikampio kraštinės lygios 6,3 cm, 8,4 ст, іг 10,5 ст. Raskite 
trikampio, panašaus į duotąjį, kraštinių ilgius, žinodami, kad jo 
perimetras 15,6 cm mažesnis už duotojo trikampio perimetrą. 


Duota: AB = 6,3 ст, BC =8,4 cm, 


B 
Bi AC = 10,5 ст. 
4 2 P-P =15,6 cm. 
Ач C Aj C; Rasti: AB, BC, AC,. 


Sprendimas. 
P = AB + BC + AC, P =6,3 +8,4 +10,5 = 25,2 ст, 
ke, P=P-15,6, Р, = 25,2—15,6 =9,6, er 2 ns 
P 96 96 8 


Kadangi А ABC ~ A ABC, tai E Lm cd е Жы. д 
AB, ВС, тас" 


AB 21 

LC NT g -+4 El. ЖЕ p = 92 240 m. 

AB, 8 21 21 

Analogiškai randame kitas dvi trikampio 4,B,C, kraštines BIG; ir АС: 
8-8,4 

АС ===, AC, -21 ka =4 cm 


M 2,4 cm, 32 cm, 4 cm. 
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27. Dviejų panašiųjų trikampių plotai lygūs 75 m^ ir 300 m“. Antrojo 


trikampio viena kraštinė lygi 9 m. Raskite ją atitinkančią pirmojo 
trikampio kraštinę. 


B 
B қ Duota: S 5. = 75 m°, Sano, = 300 m“, 
| АВ,-9т 
Rasti: АВ. 
А C A; C, 


Sprendimas. 


Jë A4BC-AABCOM 2% 
AB, 


1 AAB,C, 


Atsakymas. 4,5 m. 


28. A ABC ~A ABC, ju atitinkamų kraštinių santykis уга 6:5. 
Trikampio АВС plotas 77 ст” didesnis už trikampio 4,B,C, plotą. 


Apskaičiuokite trikampių ABC ir ABC, plotus. 


AB 6 
: ` P^ AB 75° 5с — аһа = 77 om. 
1 
А СА C, Rasti: Suso Susa 


Sprendimas. 


Kadangi A ABC ~ A AC, tai Swe Lao 
Siano, 


Pažymime $,,. =x. Tada 5,,. =х+77. Kadangi к=%, tai 


cia Me -(4). Išsprendę lygtį žie T randame, kad х =175 ст. 


x 
Vadinasi, $,,. =175 cm“ ir S... = 252 cm“. 
Atsakymas. 252 ст” ir 175 cm“. 
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29. Trikampio АВС kraštinių ilgiai sutinka kaip 3 : 5 : 6, o jo perimetras 
lygus 70 cm. Raskite trikampio 4,B,C,, panašaus į duotąjį trikampį, 


Sprendimas. 
Kadangi ZACB = <EFB ir ZB — bendras abiem trikampiams kampas, 
tai A ACB — А EFB (trikampių panašumas pagal du kampus), todėl 


kraštines, jei panašumo koeficientas lygus d 


AC СВ АВ 22. 20 x+4 16 „ 20 8 
—=— = ——. Vadinasi, — = ---. Iš lygybės ---- 
( Duota: AC: BC: AB =3:5:6, P = 70 cm. ML A Aus 
A Rasti: AB,, B,C,, AC,. randame, kad y = 7,5, o iš lygybės Бе -Ž randame, kad х- 62. 
Sprendimas. 
A СА C, P Taigi EF -75 d CF 55. 
Sakykime, kad vienai daliai tenka x cm. Tada АС-3х, 3 
ВС = 5х, AB = 6x. Kadangi ZACB = ZEFB „tai AC|| GE ir AC = EG. 
Trikampio АВС perimetras lygus Р-АС-ВС- АВ, arba Vadinasi, z -20-у, 2-12,5. Taigi GF -12,5. 


P=6x+3x+5x. Bet uždavinio salygoje duota, kad Р-70, todėl 


70 = 6x +3x + 5x, arba 14x = 70. Iš paskutiniosios lygybės randame, kad 
= 


Atsakymas. х= 62, у= 7,5 2= 12,5. 


Vadinasi, АВ = 6:5 = 30 ст, АС = 3:5 =15 ст, ВС = 5:5 = 25 cm. 31. Trikampio АВС kraštinės AB tęsinyje atidėta atkarpa BD, lygi kraštinei 
AB ВС АС BC. Nubrėžta atkarpa CD ir kampo АВС pusiaukampinė ВЕ. [rodykite, 
А АВС-ААВС, todėl —— =—— =——- =k. Randame atka iesé i i ios. 
ABC, АВ BE AC грч kad tiesės CD ir ВЕ yra lygiagrečios 
AB, В,С, ir AC, ilgius: Duota: BC = BD, BE — АВС pusiaukampinė. 
dyti: BE || DC. 
[ER lo ada ARBA S, AN 530-1805, козун BBL 
AB, 5 Įrodymas. 
ВС _ N arba B,C, = 5ВС, t.y. B,C, = 5.25 =125 cm. B Pasinaudosime teorema: jei dvi tieses perkirtus 
ВС, 5 j kirstine, gaunami atitinkamieji kampai yra 
AC 1 b C=54C C =5-15=75 lygūs, tai tiesės yra lygiagrečios. 
С, T arba AE p HEU E S: 15 зен 4 " BE ir DC yra dvi tiesės, kurias kerta kirstinė 
Atsakymas. 150 cm, 125 cm ir 75 cm. E AD, todėl norint įrodyti, kad BE||DC, reikia 


įrodyti, kad ZABE = ZADC. 
Pagal sąlygą BC = BD, todėl trikampis CBD yra lygiašonis. Vadinasi, 
ZBCD = ZBDC. 
Pažymėkime, kad ZBCD - a. Tada ZBDC - a. 
ZABC уга kampo CBD priekampis, todėl ZABC = ZBDC + ZBCD. 
Vadinasi, ZABC =a +a = 2a. 
Kadangi ВЕ уга kampo ABC pusiaukampinė, tai ZABE = ZEBC. 


30. Raskite x, y, 2, jei СС || AB. 


AMT C 2a 
Duota: АС-20, CG =10, FB =4, EB = 6 Vadinasi, ZABE = ,ty. ZABE == Gavome, Кай 
Rasti: CF, FE, GF. ZABE - ZADC - a. Todél BE || CD. 
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32. Vienoje kampo M krastinéje atidétos atkarpos MA ir MB, o kitoje — 
atkarpos MA, ir MB, taip, kad MA = MA іг MB, = MB. Atkarpos AB, 


ir A;B susikerta taške O. Įrodykite, kad ZBMO = ZB,MO. 


B Duota: ZM , MA = MA, MB, = MB. 
Įrodyti: ZBMO = ZB,MO. 


A 
illis Įrodymas. 
M: Kadangi АВ - MB — MA, 
р, АВ, = MB, – MA, ir uždavinio sąlygoje 
4 duota, kad МВ, - MB, МА = МА, tai 
В, АВ = АВ,. Trikampis ВМВ yra 
lygia$onis, nes salygoje duota, Кай 
MB, - MB. 


Lygiašonio trikampio kampai prie pagrindo уга lygūs, todėl 
Z МВВ, = 2 МВ,В. 


А МАА, ~ А МВВ,, пеѕ МА ма ir ZM bendras. Jei trikampiai 
MB MB, 
MAA, іг MBB, yra panašūs, tai jų atitinkami kampai lygūs. Vadinasi, 
ZMAA, = ZMBB,. 
Kadangi tiesės АА, ir BB, kertamos trečiąja tiese MB, іг 

atitinkamieji kampai MAA; іг MBB, yra lygūs ( ZMAA, = / МВВ, ), tai 

AA, || BB, (tiesių lygiagretumo požymis). 

Vadinasi, keturkampis ABB,A, yra lygiašonė trapecija, be to, atkarpos 
AB, ir A,B yra jos įstrižainės, kurios susikerta taške O. 

Trikampiai 404 ir BOB yra lygiašoniai, (nes O yra įstrižainių 
susikirtimo taškas). Vadinasi, AO = 40 іг OB = OB,. 

Taigi А BOM = A BOM (remiantis trikampių lygumo požymiu pagal 
tris kraštines: OB = OB,, MB = MB,, o kraštinė MO yra bendra). 

Jei trikampiai lygūs, tai lygūs ir jų atitinkami kampai. 

Vadinasi, ZBMO = ZB,MO. Tai ir reikėjo įrodyti. 
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33. Brėžinyje AA; ir BB, - pusiaukraštinės, 
AA, =12, BB, =9, BE =3, 
B.K =9, BP = 21,0 ZAMB, = 60°. 
1. [rodykite, kad A ВСЕ = A AMB,. 


A 
2. Raskite AC ir jrodykite, kad 


^ В,РК ~ ^ AMB,. 
3. Raskite KP. 
4. [rodykite, каа КР || А4). 


Sprendimas. 

1. AA; ir BB, — pusiaukraštinės, todėl taškas M kiekvieną jų dalija 
santykiu 2 : 1 (skaičiuojant nuo viršūnės), ty. BM: MB, = 2: lir AM : MA; 
=2:1,todėl BM =6, MB, =3 ir AM =8, МА =4. 

Vadinasi, MB, = BE. Kadangi atkarpa BB, yra trikampio АВС 
pusiaukraštinė, nubrėžta iš viršūnės В į kraštinę AC, tai AB, = BC. 
Kampai AB,M іг CB,E yra kryžminiai, todėl ZAB,M = <CB E . Taigi 
А АВ,М = А СВЕ (remiantis trikampių lygumo požymiu pagal dvi 
kraštines ir kampą tarp jų). 

2. Iš A AMB , taikydami kosinusų teoremą, randame АВ: 

AB, = AM? + MB; — 2 AM - MB, cos 60°, 


AB; -6449-2.3:8.7 = 49, AB, 27. AC=2AB, АС =14. 
ZAB M = ZPB K (kryžminiai kampai yra lygūs). 


Kadangi AB, -7, B,P —21 ir BM =3, BK = 99, tai CN ICA 
BP BK 3 
Vadinasi, A BPK — ^ AMB, (pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų). 
3. АСВ,Е--А РВ,К, nes kampas EB,C — bendras, Li uh 
BK BP 3 


(trikampių panašumo požymis pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų). 
Vadinasi, = = T Kadangi EC = AM =8,tai KP=3-8= 24. 


4. Kadangi ЛА АВ,М = А СВЕ, o ACBE-APBK, tai 
А АВ,М ~ APB K.Tada ZMAB, = ZKPB,. Jei tieses AM ir KP perkirtus 
kirstine АР gaunami vidaus priešiniai kampai МАВ! ir КРВ, yra lygūs, tai 
tiesės AM ir KP yra lygiagrečios. 
Vadinasi, AM || KP. Atkarpa AM yra atkarpos AA, dalis, todėi 44| KP. 


9 Trikampio pusiaukampinės savybė 


D 


Pritaikome trikampi 


Duota: AB = 30, AD = 20, BD =16, 
“ВРС = «С. 
Rasti: CD. 


Sprendimas. 
C Kadangi ZBDC = ZC, tai trikampis DBC — 
lygiašonis г BD = BC = 16. 
о pusiaukampinės savybę: 


X = 25. Iš šios lygybės randame atkarpos CD ilgį: 
cp. BC:4D ср-1620 1,2 
АВ 30 3 


Atsakymas. 102. 


. Trikampio АВС pusiaukampinė AD kraštinę BC dalija į atkarpas 
СР = 4,5 ст ir BD =13,5 cm. Raskite AB іг AC, jei šio trikampio 


perimetras lygus 42 


D B 


cm. 


Duota: CD = 4,5 cm, BD =13,5 cm, P = 42 cm. 
Rasti: AB ir AC. 
Sprendimas. 


Р = АВ + ВС + AC, ВС = CD + BD, 
ВС =18 ст. 


AB * AC - Р- BC, АВ + АС = 24. 


PaZymime АС =х. Tada АВ = 24-х.  Taikome trikampio 


pusiaukampinés savybe: 


lygtį randame, kad x= 
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AC 22 arba x a Išsprendę šią 
AB BD 24-x 135 


6cm. Vadinasi, AC =6cm, AB =18 cm. 


Atsakymas. 6 ir 18 cm. 


36. Į trikampį MNK įbrėžtas rombas MDEF, kurio viršūnės D, E, F yra 
atitinkamai kraštinėse MN, МК іг MK. Zinoma, Кай 
MN =7, NK =6, MK =5. Raskite EN ir EK. 


N Duota: MN =7, NK = 6, MK = 5. 
Rasti: EN ir EK. 


Sprendimas. 
Kadangi ME - rombo įstrižainė, tai ji kampą M 
dalija pusiau. Vadinasi, ME — A MNK kampo 
M r K М pusiaukampinė. Remdamiesi trikampio 
pusiaukampinės savybe, gauname: 


x - M Ра2утіте NE = x. Tada EK = 6 — x. Uždavinio salygoje 
duota, kad MN =7, MK = 5, todėl galime sudaryti lygtį = - kurią 
-x 


išsprendę randame, kad x = 3,5. Vadinasi, NE = 3,5 ст, EK = 2,5 cm. 


Atsakymas. 3,5 cm ir 2,5 cm. 


A Duota: AC =6cm, AB =10 cm. 
Rasti: AD. 


Sprendimas. 
Remiamés Pitagoro teorema: 
CB! = AB! - AC", 
в  CB'=100-36=64, CB-8cm. 


D 
AD - pusiaukampinė, todėl сы - Т, 
AB Рв 
Pažymime CD = x. Tada DB =8-x. S , x=3, CD =3 cm. 
-х 


I$ А ACD , taikydami Pitagoro teorema, randame AD: 
AD? = AC! «CD, Ар? =36+9=45, AD - 345 cm. 


Atsakymas. 3/5 ст. 
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38. Stačiojo trikampio įžambinės taškas yra vienodai nutolęs nuo statinių ir 


dalija įžambinę į 40 cm ir 30 cm ilgio atkarpas. Raskite trikampio 


statinius. 
A Duota: AD = 40 ст, DB = 30 ст, FD = DE. 
Rasti: AC ir BC. 
Sprendimas. 


AB=AD+DB, AB=70cm. 

DF | AC, DE LCB, DF - EC, FC = DE. 
Keturkampis СЕРЕ - kvadratas, о CD — 
C E B pusiaukampinė, todėl A m 2 z: 

BC BD BC 3 
Pažymime АС = x. Pagal Pitagoro teorema ВС? = АВ? – АС”, ty. 
ВС? = 70! – x°. Kadangi AC 16 arba x 
BC 9 70? - 
lygtį 9x^ 216-4900 — 16x? , randame, kad x = 56. 
Vadinasi, АС = 56cm іг ВС? = 4900 —3136 21764, t.y. 
ВС = 42 cm. 


1670. 
7 = ГЕ tai, išsprendę 


Atsakymas. 56 cm, 42 cm. 


39. Lygiašonio trikampio šoninė kraštinė ir pagrindas atitinkamai lygūs 
10 cm ir 2,5 cm. Raskite kampo prie pagrindo pusiaukampinę. 


Duota: AB = BC =10 ст, AC = 2,5 cm. 


B Rasti: AD. 
Sprendimas. 

Pažymime BD = x. Tada DC =10- x. 

AD - pusiaukampinė, todėl BB = 3 
A C DC АС 

x 10 
Sudarome lygtį =—, kurią išsprend 
u ygt 10-х 25 а 15ѕргепає 


randame, kad x = 8 cm. 
Vadinasi, BD = 8 cm, o DC = 2 cm. Pritaikome pusiaukampinės 


apskaičiavimo formule: AD = 4 AB- AC - BD: DC . Taigi 
AD = 410.2,5 2.8 = 425-16 =3 cm. 


Atsakymas. 3 cm. 
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ч" Trikampio pusiaukraštinės savybė 


40. Lygiašonio trikampio pagrindas lygus 442 cm,o šoninės kraštinės 


pusiaukraštinė — 5 cm. Apskaičiuokite šoninių kraštinių ilgius. 


B Duota: AB = BC, AC = 442 cm, AK = 5 cm. 
Rasti: AB, BC. 
Sprendimas. 
Pagal pusiaukraštinės skaičiavimo formulę 


4 C => Valas" + AC?)- BC galima rasti 


kraštines AB ir BC. 
Pažymime, AB = BC = x. Gauname lygtį 


ARE +32)- x? -5, ања Vy +64 =5, ty. ух? + 64 «10. 


Abi paskutiniosios lygties puses pakeliame kvadratu. Gauname lygtį 
х? +64=100, arba х? = 36. Išsprendę šią lygtį randame, kad x=6 ir 
x = —6 (netenkina uždavinio sąlygos). 
Vadinasi, AB = 6 cm ir BC = 6 cm. 
Atsakymas. 6 cm, 6 cm. 


41. Raskite trikampio kraštines, jei pusiaukraštinės уга 12 cm, 15 cm ir 


21 cm ilgio. 


Duota: m, -21, m, =15, m, =12. 


Rasti: a, b, c. 
Ж b Sprendimas. 
Taikysime trikampio kraštinės skaičiavimų 
4% formule, kai žinomi visų jo pusiaukraštinių 
ilgiai: a — ЕГЕН +m)- m°. 
a 3 


a= 2.2025 +144) 441 = 24297 42/55 


Analogiškai randame kitas dvi trikampio kraštines: 


b = Jalia4 + 441) -225 -24105 , c =: JP 225 +441)—144 = 44/33, 
Atsakymas. 24/33, 44/33 іг 24/105. 


59 


42. Smailiajame trikampyje ABC pusiaukraštinės BM, CN ir aukštinė АН 
atitinkamai lygios 4, 5, ir 6. Raskite kraštinę BC. 
A Duota: BM =4, CN =5, AH =6. 
Rasti: BC. 

N M Sprendimas. 
Sakykime, taškas O — pusiaukraštinių 
susikirtimo taškas. Pagal trikampio 
pusiaukraštinių savybę CO: ON = 2 : 1 
B HK L C irBO : ON -2:1. 
Tada CO - су, BO - BM. Išvedame ML L BC іг OK L BC. 


Kadangi АН || ML ir AM = МС, ќаі pagal Talio teorema HL = LC. 
Vadinasi, L — atkarpos HC vidurio taškas. 
Tada atkarpa ML — trikampio AHC vidurinė linija. Vadinasi, 


ML Lan (trikampio vidurinės linijos savybė), ty. ML = —:6 = 3. 


Taigi ML =3. 
А ВОК ~ ^ BML (pagal I trikampių panašumo požymį: ZMBL - 
ML BM 


bendras, ZBKO = ZBLM -909) todėl Kadangi 
OK BO 


BOs BM көзбе а-а ub — = 
3 3 3 


4 
OK ais Iš šios lygybės randame, 
3 


kad ОК = 2. 
I$ А ВОК pagal Pitagoro teorema randame ВК: 


2 
ВК? = ВО? - OK*, вк:-(%) 4-2, вк 27. 


Iš A ОКС randame КС? = СО? - ОК?. Kadangi со-2су, ty. 


, 


2 
Әйет -(2) a ga“ S 
3773 3 3 


9 9 
Vadinasi, BC = BK + КС, ty. BC = 27, a A B 


Atsakymas. аза) ; 
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43. Trikampio pusiaukraštinės уга 12 cm, 15 cm іг 21 cm ilgio. Raskite 


trikampio plota. 


Duota: AB —12 cm, BC =15 cm, АС = 21cm. 
Rasti: S. 


ЛТ Sprendimas. 
A Жы Pusiaukraštinę BN prateskime ir jos tęsinyje 


atidėkime atkarpą NK = ON. 
N Жоға Tada А AON = А МСК іг todėl 


бок = Suoc = 3 Эмес. 


Trikampio ОСК kraštinės lygios ñ atitinkamų trikampio ABC 


pusiaukraštinių (taškas O dalija trikampio ABC pusiaukraštines santykiu 
2: I, skaičiuojant nuo viršūnių). 


А 2 2 : 
Vadinasi, trikampio OCK krastinés yra > -8ст, y 15 210 cm ir 
2 ds 
a 21-14ст ilgio. 
Tada S,„„ = 166 cm^, o Suae 73: S, =3:16/6 = 4846 ст". 


Atsakymas. 484/6 стг. 


В Duota: AM = m, BN = п. 


Rasti: S. 
M Sprendimas. 
X Sakykime pusiaukraštinės AM ir BN kertasi 
taške O. Remdamiesi trikampio pusiaukraštinių 
A K М с savybe, turime AO : ОМ = 2 : 1. 
Vadinasi, AO = — S 4M. Pusiaukraštinė AM statmena pusiaukraštinei 
BN, todėl atkarpa d- trikampio ABN aukštinė. 
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Trikampio ABN plotas 


Trikampiai ABC ir ABN turi bendrą aukštinę BK, išvestą iš viršūnės B, 


be to, trikampio ABC pagrindas AC dvigubai ilgesnis negu trikampio ABN 
pagrindas AN. Vadinasi, trikampio ABC plotas dvigubai didesnis negu 
trikampio ABN plotas. 
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Iš tikrųjų, Ssn = AN- BK. Tada 
S cac - 34C-BK 7 1-24N- BK - 2 (av BK 25... 


Taigi, S, = 25, = 21тп = = mn. 


Atsakymas. im 


. Lygiašonio trikampio pusiaukraštinė, nubrėžta į šoninę kraštinę, lygi 


10 cm, o aukštinė, nubrėžta į pagrindą, - 16 cm. Raskite trikampio 
pagrindo ilgį. 


B Duota: A ABC - lygiašonis, 
АМ =10 cm, BD =16 cm. 
Rasti: AC. 
M Sprendimas. 

Kadangi trikampis ABC yra lygiašonis, tai 

aukštinė BD, nubrėžta iš viršūnės B į pagrindą 
A D C AC, yra kartu ir jo pusiaukraštinė, todėl 

AC =2- AD. 
Iš stačiojo trikampio ADK, taikydami Pitagoro teorema, randame AD: 
AD = 4 AK? - KD". 


Apskaičiuosime atkarpų AK ir KD ilgius. 
Pusiaukraštinėms AM ir BD taikome trikampio pusiaukraštinės savybę: 
AK:KM =2:1, BK:KD=2:1. 


Vadinasi, AK = Žau ir KD= L BD. 


1 
3 3 
2 2 ` 
Tada AD = (2) (8) = AO ias ir 
3 3 V 9 9 


Atsakymas. 8 cm. 


46. Trikampio kraštinės 6 ir 16, o kampas tarp jų lygus 60°. Raskite trečiąją 
kraštinę. 


Duota: AB = 6, AC =16, ZA = 60°. 
Rasti: BC. 
Sprendimas. 
Trikampiui ABC pritaikome kosinusu teorema: 
ВС? = АВ? + AC? —2АВ. АС cos A. 
ВС? = 6! +16° – 2:6:16соѕ60° 2196, BC =14. 
Atsakymas. 14. 


47. Trikampio krastinés lygios 3 cm, 4 cm, 5 cm. Raskite trikampio 
smailiojo kampo, esančio prieš vidutinio didumo kraštinę, kosinusą. 


| X 
D Sprendimas. 


Kraštinei BD pritaikome kosinusų teorema: 
ВР? = АВ? + Ар? – 2 АВ. AD cos A. 
Iš šios lygybės išreiškiame cos A: 


Duota: АВ =3cm, AD = 5cm, BD = 4 cm. 
Rasti: cos A. 


АВ? + Ар? - BD? 
2AB- AD 


2AB-ADcos A = AB! + АР? — BD', cos А = 


KM Aa les, 3, 
5 


Atsakymas. 2. 
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48. Kad nuvažiuotų iš vietovės K į vietovę L, А 
autobusas nuvažiavo 10 km į vakarus, po 
to pasukęs 60? kampu dar nuvažiavo 


6 km į pietryčius. Raskite atstumą tarp 
vietovių K ir L. Atsakymą suapvalinkite 
iki dešimčių kilometrų. 


Duota: АК =10 km, AL =6km, ZA = 60°. 
Rasti: KL. 
Sprendimas. 
Pritaikome kosinusų teoremą kraštinei KL: 
KD? = AK? + AD -2AK - AL cos A, 
KD =10° - 6* - 2.10. 6cos 60? = 76, KL = 8,7 km. 


Atsakymas. 8,7 km. 


49. Pagal paveikslo duomenis raskite x. 


Duota: AB =8, AC = 446, ZB = 60°. 
Rasti: BC. 
Sprendimas. 
AC AB 8sin60° 2 
ш---, sinC = — = = —. 
sinB sinC 4/6 2 


Pritaikome sinusų teorema: 


Vadinasi, ZC = arcsin 72, ZC = 45°. 


; ° 
Pritaikome sinusu teorema: BC АВ ‚ BC- 8sin75° 
sinA sinC sin 45? 
Kadangi sin 75? = ѕіп(45° + 30°) = sin 45? cos 30° + sin 30° cos 45° = 


28.1 н) tai BC - 443 +1) 


212 2 
Atsakymas. 4(/3--1) 


æ Trikampio plotas 


50. Lygiašonio trikampio pagrindas 18 cm, o šoninė kraštinė 15 cm. Raskite 


trikampio plotą. 


B Duota: AC =18 ст, AB = ВС =15 ст. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
8- Lp : BD. 
A C 2 . . ` B 
D Atkarpa BD yra trikampio ABC ir aukstiné, ir 


pusiaukampinė, ir pusiaukraštinė, todėl AD = AC : 2, AD = 9 cm. 
Iš AABD randame atkarpos BD ірі: Вр? = AB! - AD’, 
BD? =15° -9° =144, BD =12 ст. Tada 5 = 2-18 -12 2108 cm". 
Atsakymas. 108 cm“. 


51. Lygiašonio trikampio aukštinė 8 cm, o kampas prieš aukštinę - 30°. 


Raskite trikampio plotą ir kraštines. 


B Duota: BD =8 cm, АВ = BC, 2А = 30°. 
Rasti: S, AB, AC. 
Sprendimas. 
I$ stačiojo А ABD randame AB іг AD: 
4 D с ж Айе — ік йіне 
sin A sin 30? 


AD = ABcos А, AD -16cos 30? = 843 cm. 
Lygiašonio trikampio ABC aukštinė BD yra kartu ir jo pusiaukraštinė, 


todėl AD = АС š 


Tada AC =2AD, ty. AC = 2:843 = 1643 ст. 
Trikampio ABC plotą galima apskaičiuoti pagal formulę: 


S= 7 AC: ABsin A. 
Vadinasi, S = 2. 1643 -16 sin30° = 6443 cm". 
Atsakymas. 6443 ст?, 16 cm іг 1643 cm. 
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52. Trikampio kraštinės yra 13, 37 ir 40. Apskaičiuokite trikampio plotą ir 
aukštinės, išvestos į ilgiausią kraštinę, ilgį. 


B Duota: АВ =13, BC =37, AC = 40. 
Rasti: S, BD. 
Sprendimas. 
Taikydami Herono formule 
A D C S = | p(p - ABXp - BCYp - AC), čia 
= жас — trikampio АВС pusperimetris, randame 
x 13+37+40 2 
trikampio ABC plotą S. Kadangi p= d = 45 „tai 


S = 445(45 -13)445 - 37 45 — 40) = /45-32-8-5 = 240. 


Taikydami trikampio ploto formule 5- 24С - BD randame trikampio 


ABC aukštinę BD: 
BD = A BD = 2:240 =12 
AC 4 


Atsakymas. 240 ir 12. 


53. Raskite stačiojo trikampio kraštines, jei statinių ilgių santykis yra 5: 12, 


o plotas — 120 cm. 


A Duota: AB: BC = 5:12, S=120 стг. 
Rasti: AB, BC, AC. 
Sprendimas. 
Tarkime, kad vienai daliai tenka x cm. 
B C Tada AB =5х, o BC - 12x. 


Rasime stačiojo trikampio АВС statinių АВ іг BC ilgius. 
Apskaičiuojame daugiklį x: 
$= АВ.ВС 5х.12х 
a t 2 
Vadinasi, AB -5-2-10ст, BC =12-2 = 24 cm. 
Taikydami Pitagoro teorema randame įžambinės AC ilgį: 
АС? = AB! +ВС?, АС? =10* + 24° 2676, AC = 26 cm. 


=120,  x!-4, x=2cm. 


Atsakymas. 10 cm, 24 ст ir 26 ст. 
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54. Stačiojo trikampio plotas lygus 24 cm“, o įžambinė - 10 cm. Raskite 


trikampio perimetrą. 


A Duota: 5 = 24ст?, AC =10 cm. 
Rasti: P. 
Sprendimas. 
B C Pažymime AB = а, ВС =b. 
Trikampio АВС plotas S = ЖАДЫ BY. S -2 (1). 


Statiajam trikampiui ABC , taikydami Pitagoro teorema, gauname lygybe 
АВ? + BC? = AC? „arba a^ +b? = АС? (2). 
Į (1) ir (2) lygybes įrašę sąlygoje duotas dydžių S ir AC reikšmes, 
gauname lygčių sistemą: 
ab 
— = 24, 3 
: 6) 
a! +b? =10° (4) 
Iš lygčių sistemos (3) lygties išreiškiame a (a -2) ir įstatome į 
sistemos (4) lygtį. Gauname lygtį: 


23 
04 ib 100-0 „arba b*' —100b' + 2304 =0 (5-0). 


b? 


Įvedame pakeitimą b° = х, х>0. 
Išsprendę lygtį x^ — 100x + 2304 = 0, randame, kad 
x, =64 ir x, =36. 


Grįžtame prie pakeitimo: 

b’ = 64 arba b? =36. Vadinasi, 

b =8 b, = 6. AB —6cm arba АВ-8ст 
48 4 

кее a, - =8. BC =8cm arba BC =6cm 


Apskaičiuojame  staéiojo trikampio perimetrą: Р = AB + BC + AC. 
Abiem atvejais P = 24 cm. 


Atsakymas. 24 cm. 
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55. Lygiašonio trikampio aukštinės ir pagrindo santykis 3:4, o šoninė 


kraštinė 34/39. Raskite trikampio plotą. 


B Duota: BD: AC =3:4, АВ = BC = 34/39. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
Tarkime, kad viena dalis lygi x. 
A D C тайа BD=3x, o AC = 4x. 


Lygiašonio trikampio ABC aukštinė BD yra kartu ir jo pusiaukraštinė, 
todėl AD = tac, ty. AD 4 = 2х. 

Iš A ABD „taikydami Pitagoro teorema AD" + BD? = АВ”, gauname: 

(2х) +(3х) = [NET] ja Išsprendę šią lygtį, randame, kad x = 345. 


Tada AC = 4:343 -12 5, o BD = 3:343 = 945. 
Apskaičiuojame trikampio ABC plotą: 


i243 -943 
2 


ty. S= =162. 


Atsakymas. 162. 


. Dvi trikampio krastinés lygios 14 ir 15, smailiojo kampo tarp ju sinusas 
lygus 0,8. Raskite trikampio perimetra ir plota. 


B Duota: AB -14, AC =15,sin А = 08. 
Rasti: P ir S. 


Sprendimas. 


A C S= AB AC sin A, $- 714-1508 — 84 


Iš trikampio ABC, taikydami kosinusų teorema, randame BC: 
ВС? = AB! + AC! – 2АВ. AC cos A. Kadangi sin? A- cos! А =1, tai 


cos? A=1-sin* A, ty. cos А = 41— 0,64 -0,6. 


Tada ВС? 214^ +15? -2.14-15-0,6 2169, t.y. BC = 4169 = 13. 
Trikampio perimetras P = AB + АС + BC, P=14+15+13 = 42. 


Atsakymas. 42 іг 84. 
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57. Trikampio dvi kraštinės yra lygios 6 ir 12, o kampas tarp jų 120°. 


Raskite duotojo kampo pusiaukampinę. 
B Duota: AB = 6, BC =12, ZB =120°. 
Rasti: BD. 
Sprendimas. 
Р Pažymime BD = х. Suse = Suso +Š (1) 
р Kadangi BD - trikampio pusiaukampinė, tai 
ZABD = ZDBC = ZB:2,ty. Z ABD = Z DBC =120°:2 = 60°. 


Randame trikampio ABC plotą: $ = 248 - BC sin B, t.y. 


S 


AABC 


=Ž-6-12sin 120° = 36 sin(90° + 30°) = 36 соз 30° = 1843. 
Randame trikampiu ABD ir BDC plotus: 


1 


Paga = AB-BDsin ABD, ty. Sap = —: 6: x: sin60° = 


34 3x 
175 


1.12- x- sin60° = 3 3. 
Gautas S Sap» S4&c išraiškas įstatome į (1) lygybę ir gauname 


ДАВС ? 


. 3У3х 
lygtį, ë 


Vadinasi, BD = 4. 


S 


ABDC 


= BC: BDsin DBC, ty. Su. = 


t 3/3х = 1845 „kurią išsprendę randame, kad x — 4. 


Atsakymas. 4. 


B, Duota: АВ: BC : AC = 13 : 14 :15, S = 336. 
Rasti: r. 


Sprendimas. 


C Kadangi S = pr, tai r um 
A p 
Sakykime, kad viena dalis yra x. 

Tada AB -13х, BC =14x ir AC = 15x. 
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Trikampio ABC plotą galime skaičiuoti pagal Herono formule: 
S = 4 p(p - aXp - bXp -c) . 


4x +15 
Kadangi р= 1291021 х 


S= J2ixQix - 13х(21х -14х(21х - 15х) = 21х:8х:7х:6х. 

Bet sąlygoje duota, Кай 5 =336, todėl gauname lygtį 
336 = J21x-8x-7x-6x, arba 84x? = 336, ty. x^ = 4. Paskutiniąją lygybę 
tenkina dvi x reikšmės: x = —2 (netenkina sąlygos) ir x = 2. Taigi x = 2. 


-21х ir a=13x, b=14x,c =15x, tai 


, ; А š 13-2+14-2+15-2 
Tada trikampio pusperimetris p= - акы TIMES = 42. 
336 
Vadinasi, r = E Qty. r2 —— = 8. 
P 42 
Atsakymas. 8. 


. Viena trikampio kraštinė lygi 15, o kitų dviejų kraštinių ilgių suma 
lygi 27. Raskite kampo, esančio prieš duotąją kraštinę, kosinusą, jei 
įbrėžto apskritimo spindulys lygus 4. 


B 
Duota: BC =15, AB+ AC=27, r=4. 
Rasti: cos A. 
Sprendimas. 
A € быр р-ЖЭ+ЛЕ+#©, разд, бева 


Sakykime, kad АВ = х. Tada АС = 27 – x. Taikydami Herono formule 
s= | p(p - aXp -bYp -c). randame x: 

/2101-х)21-27ғ.):6 =84, 126(21- x x - 6) = 7056, 

x! - 27x +182 = 0, x, =14 arba x, =13. 
Vadinasi, АВ -14, о АС-13 arba AB=13,0 AC =14. 
Taikydami kosinusų teorema, randame cosA: 

BC? = AB! + AC! —2: AB: AC -cos А, 


AB! + AC! - BC? 14? +13? –152 5 
cos А--------- s Å = ——  —  "=J==— 


РТУ 2144413 
5 
Ай 4:5 
sakymas B 
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60. Stačiojo trikampio įžambinė 26, о statinių santykis 2,4. Raskite 


įbrėžtinio apskritimo spindulį. 


5 Duota: BC =26, AC : AB = 24. 
Rasti: r. 
Sprendimas. 
A С Kadangi = =2,4, tai AC =2,4- AB. 


Pažymime AB = x. Tada AC = 2,4x. Pritaikę Pitagoro teoremą, rasime 
atkarpos AB ilgį: AB“ + АС? = ВС?, х? +(2,4х) = 26, x=10. 
Vadinasi, АВ -10, AC =2,4-10= 24. 


Randame trikampio ABC plotą: 5 = 42 с Uo n 


"mo n 


=120. 


Kadangi pad ir р- 22292126 


,ty. р= 30, tai 2 


Atsakymas.4. 


61. Stačiojo trikampio įžambinės ir įbrėžtinio apskritimo lietimosi taškas 
dalija įžambinę į 5 ir 12 cm ilgio atkarpas. Raskite statinius. 
Duota: AF =5cm, FC =12 cm. 
Rasti: AB, BC. 
Sprendimas. 
E А DOC = A FOC, nes kampo С 
pusiaukampinė OC yra bendra abiem 
D C trikampiams, be to, ZFCO = ZDCO, 
ZOFC = КОРС = 90°, 
ZDOC = ZFOC, nes trikampiai statūs ir smailiųjų kampų suma lygi 90°. 
Galima įrodyti, kad A АЕО-А AFO. Todėl FC=DC=12 ir 
АЕ = AE =5, о EO = OD = BD = ЕВ = r. 
Vadinasi, AC 217, AB=5+r, BC=12+r. 
Pritaikome Pitagoro teorema: АВ? + BC? = AC“, arba 
(5+) «(24ry 217, ғ +17" –60=0, 
I5sprende šią lygtį randame, kad ғ = —20 (netinka pagal sąlygą), r, = 3. 
Vadinasi, АВ = 8 cm, o BC =15 cm. 


B 


Atsakymas. 8 ir 15 cm. 
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62. Viena trikampio kraštinė lygi 16 cm, kita 10 cm, o kampo tarp jų 


kosinusas lygus 0,8. Raskite apie tą trikampį apibrėžto apskritimo 
spindulį. 


Duota: АВ -10ст, АС =16 cm, cosa = 0,8. 
Rasti: R. 
Sprendimas. 


Kadangi R = =. tai, remdamiesi kosinusu 


teorema, rasime trečiosios kraštinės BC ilgį: 
BC? = AB! + АС? —2 AB : АС соз a, arba 
ВС! =100+256-2-10-16-0,8 =100. Taigi BC =10 cm. 


Randame trikampio plotą, remdamiesi formule: S = ;4B “АС sino. 


Kadangi cosa = 0,8, tai sina = J1— cos? a, ty. sin æ = 41- (0,8) = 


= 40,36 = 0,6. Taigi sina = 0,6 ir $- 7.-16-10-06- 48 сті. 
Vadinasi, дәл RUP LIN 
4.48 3 


Atsakymas. 8 cm. 


. Trikampio kampu santykis yra 2 : 3 : 7. Trumpiausios krastinés ilgis 
lygus a. Raskite apie šį trikampį apibrėžto apskritimo spindulį. 


B 


3 
9» Duota: ZA : ZC : ZB ғ2:3:7, ВС-а. 
Rasti: R. 
А 
Sprendimas. 


Sakykime, kad 1 dalis yra x“. 

Tada /А-2х%, ZC -3х9, ZB = 7х°. 

Kadangi ZA+4B+ZC=1809, tai galime sudaryti — lygti 
2х+7х+3х =180, arba 12x =180. 

Iš šios lygties randame, kad x = 15°. 
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Vadinasi, Z4 = 30°, ZC = 45°, ZB =105°. Kadangi R = A 


tai mums reikia rasti neZinomas trikampio krastines ir plota. 
AC АВ ВС maine жйніпта 


Remdamiesi sinusų teorema -- - - 
sinB  sinC sinA 


kraštines. 
sin B = sin105? = sin(90° -- 159) = cos 15? = cos(60° — 45°) = 


= cos 60? cos 45° + sin 60? sin 45? = 4X2 RE с 


ВС АВ BC sinC a sin 45? 2a42 2, 
= < ш------, = —— V = = 2a. 
sinA sin C sin À sin30° 2 
BC АС (с BCsimB 2. aJ 2443 +1)-2 B Ү?\Уз+1 а 
sinA  sinB sin A 4 2 
Randame trikampio ABC plota: 


2 
S= 7 AB- AC sin A, «1. (Ба ЫА м Ыз) 


Vadinasi, к = A8:8C: 4C. py, p- 24:23 tja 0 
4S 44493-41), 
4 


Atsakymas. а. 


. Iš skritulio formos plokštelės, kurios spindulys lygus 8 ст, reikia 
išpjauti trikampį. 
a) Pažymėję vieną trikampio statinį x, parodykite, kad šio trikampio 


plotas S(x)= 5256 -x. 


b) Kokie turi būti trikampio statiniai, kad jo plotas būtų didžiausias? 


Sprendimas. 
Apie statųjį trikampį apibrėžto apskritimo 
centras yra įžambinės vidurio taškas, todėl 
AC =16cm, nes AO —8 cm. 
Statinį АВ pažymėkime x, o statinį BC 
B pažymėkime y. Stačiojo trikampio plotas 
C apskaičiuojamas pagal formule: 


73 


1 1 
-— AB- BC = ху. 
2 27 
Kadangi trikampis ABC уга statusis, tai galima taikyti Pitagoro 
teorema: 
AC? = АВ? + ВС?, ty. x! + y! =16?. 
Išreiškiame kintamąjį y: 
y! 2256-x!, y  256- x. 
Gautą išraišką у-/256-х įstatę į trikampio ploto formulę 


S -2%. gauname S(x)= "E 256 - x°. 


Randame didžiausią funkcijos S(x) reikšmę intervale (0; 16). 
4 , zj , 
st) (Le) "(Lasers -1 e 


52 24256x? - x* а 
SIl2x-4x' _ 4х-(128-х) _ 128-x 
4Ax-4256-x! 4x.4256-x  4256-x! 7 


Randame funkcijos S(x) kritinius taškus. 
128 - x' 
4256 - x 

x 2842 ст, х--8У2 cm (netinka) (4256-х? +0, x= +16). 

Įrodome, kad x = 8/2 yra maksimumo taškas intervale (0; 16). 

Pasirinkę x reikšmes iš intervalų (o; 8/2 ) ir 6/2 A 16) nustatome 
funkcijos S(x) išvestinės ženklus šiuose intervaluose. 


S'(x)= 0, =0, 128- x! = 0, 


0 8/2 l6 X 
2 
Kai x =, tai $()- má sss, ty. 5'(1)>0 


128-12 — “46 _ -16 
4256-12. 42 3/7” 
Matome, kad funkcijos S(x) išvestinė pereidama kritinį tašką х-8У2 
keičia ženklą iš pliuso į minusa, todėl šis taškas уга maksimumo taškas. 


Kai x=12, tai S'(12)= ty. $'(12)« 0. 
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Taigi šiame taške ploto funkcija įgyja didžiausią reikšmę. Vadinasi, kai 


x-842 trikampio plotas bus didžiausias. 
Randame kitą trikampio statinį y: 


у= 256-842] = [256—128 = /128 = 842 cm. 


Atsakymas. b) 8/2 ст, 8/2 cm. 


. Stačiojo trikampio ABC įžambinė AB lygi 20 cm ir su statiniu BC 
sudaro 60? kampa. 
a) Raskite tokį įžambinės AB tašką, kad atstumų nuo šio taško iki 


statinių AC ir BC kvadratų suma būtų mažiausia. 
b) Raskite šią mažiausią sumos reikšmę. 


Sprendimas. 


Paimkime bet kurį įžambinės AB tašką D. 
Prisiminkime, kad atstumu nuo taško iki 
tiesės vadinamas statmens, išvesto iš šio 
taško į tiesę, ilgis. Vadinasi, jei iš taško D 
nubrėšime atkarpas DM ir DN tokias, kad 
DM LAC ir DN LBC, tai šių atkarpų 
ilgiai bus lygūs atitinkamai atstumams nuo 
taško D iki tiesių AC ir BC. 

Pažymėkime BD = x. Akivaizdu, kad kintamasis dydis x gali įgyti 
tiktai reikšmes iš atkarpos [0; 20], t.y. x e [0; 20]. 

Iš stačiųjų trikampių DNB ir AMD randame atkarpų DN ir DM ilgius: 


45 


DAS omn ыдысты, 


DM = (AB - x)cos 60° - 500-3). 
Tada atstumų nuo taško D iki atkarpų AC іг ВС ilgių kvadratų suma 


2 2 
lygi DN’ + DM?’ = Уз, + 260-3) ata (0. xY. Sios 
2 2 4 4 
sumos skaitinė reikšmė priklauso nuo dydžio x reikšmės, t.y. suma 


Ža +200 — x) yra kintamojo x funkcija. 
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Pažymėję šią funkciją f(x), gauname: 
3 , 1 Wr у I] 1 l, 
fG)-ix £4 00-x) mra +47400-2:2-20х+2х' = 
= х? – 10х +100. 
Taigi /(х) = x? -10x +100, kai x e [0; 20]. 
Tolimesnis uždavinio sprendimas susiveda į šios funkcijos mažiausios 
reikšmės radimą atkarpoje [0; 20]. Šią reikšmę galima rasti keliais būdais. 


1 būdas. Kadangi funkcija /(х) = x^ -10x +100 yra kvadratinė, tai 
kvadratiniame trinaryje х? —10x--100 išskyrę pilną dvinario kvadratą, 
gauname, kad /(х)-(х-5) +75. 

Dabar matome, kad mažiausią reikšmę, lygią 75, funkcija f(x) įgyja 
taške x=5. 

2 būdas. Rasime funkcijos f(x) didžiausią reikšmę atkarpoje (0; 20] 
panaudodami išvestinę. 

Randame funkcijos /(х) = x^ —10х +100 kritinį tašką: 

/'(х)=2х-10, f'(x)=0, 

2х-10=0,х=5. 

Vadinasi, funkcija fi (x) == —10х +100 turi vienintelį kritinį tašką 
x=5,beto 5e (0; 20]. Apskaičiuosime funkcijos Ах) reikšmes atkarpos 
[0; 20] galuose ir kritiniame taške x=5 іг iš šių reikšmių išrinksime 
mažiausią reikšmę, kuri ir bus funkcijos f(x) mažiausia reikšmė atkarpoje 
(0; 20]. 

/(0)= 0° -10-0--100 - 100. 

/(20)= 20° -10-20 +100 - 300. 

f£(5)=57-10-5+100= 75. 

Matome, kad mažiausią reikšmę, lygią 75, funkcija f(x) įgyja taške 
xz5. 

Taigi įžambinės taškas D turi būti nutolęs nuo viršūnės В atstumu, 


lygiu 5 cm. Tada ieškomoji mažiausia atstumų nuo įžambinės taško iki 
statinių kvadratų suma lygi 75 cm. 


Atsakymas. a) Įžambinės AB taškas turi būti nutolęs 


nuo viršūnės B atstumu, lygiu 5 cm; 
b) 75 cm. 
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66. Lygiašonio trikampio plotas lygus S. 

a) Koks turi būti kampo prie šio lygiašonio trikampio pagrindo 
didumas, kad į trikampį įbrėžto apskritimo spindulys būtų 
didžiausias? 

b) Raskite šį didžiausią spindulį. 


Sprendimas. 
Pažymėkime: AC = BC =a, 
LZCAB=ZCBA=x, Sc =S. 
Pastebėkime, kad lygiašonio trikampio 
plotas S yra pastovus dydis, o kampas 
prie pagrindo x — kintamas dydis. 
Iš stačiojo A ADC randame, kad 
AD = AC -cos x =a: cosx . Tada 
AB =2. AD =2acosx. 

Lygiašonio trikampio ABC plotas 


PV dito a Ecos url sin2x. 
2 2 2 


Iš šios lygybės randame, kad trikampio šoninė kraštinė a = = қ 
sin 2x 


Trikampio pusperimetris p — AC +48 = а +асоѕ х. Išreikšime įbrėžto 

apskritimo spindulį ғ Каір kampo x funkciją. Kadangi r = 2 , tai į šią 
р 

lygybę surašę anksčiau gautas S, p bei a išraiškas, gauname funkciją 


lu Y... 1| 28. 2 
с Баны ом 2 Y sin2x d ШЕК; Үсіп 2х 


а+асоѕ х 1+ cos х l+ cos х 2 l+cosx 


J2s Jsin2x 


2 1+соѕх 
Tolesnis uždavinio sprendimas susiveda į šios funkcijos didžiausios 


Taigi r(x)- „kai 0<х<5. 
reikšmės radima, kai x е (o z) б 
Randame funkcijos r(x) kritinius taškus. 


(9-25 Увіп 2х -(L cos х)— (1+ cos х). M sin2x Ж 
2 


(1 + cos x) 
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5 ышы a (1 + cos х)+ sin xysin 2x 


sin2x 


(1 t cos x) 


2 
> J25 cos 2х(1 + cos x) + sin xsin 2x 
2 „sin 2x (I + cos х)? | 


Lm 0, 42s cos 2x(1 + cos x)+ sin xsin 2x 


2 “зіп 2x (I + cos х) 


COS 2x cos x +sin xsin 2x - cos2x =0, 


-0, 


COS x + cos 2x = 0, соз cos Ž =0. 
SprendZiame paskutiniąją lygti. 


ов eg arba cos Ž=0, 
2 2 


шола ад, keZ aba 2-2, keZ 
ха 2, keZ афа x=z+2zk, ke Z 


Kadangi 0«x«7, tai i$ visų sprendinių tiktai vienas sprendinys 
т š > А T = 22 
Кез priklauso intervalui (o z). Taškas Kem yra funkcijos r(x) 
kritinis taškas intervale C z). Irodysime, kad šis kritinis taškas yra 


funkcijos r(x) maksimumo taškas. Pažiūrėkime, kaip funkcijos r(x) išvestinė 
keičia ženklą taško x -Ž aplinkoje. Tam paimkime po vieną x reikšmę iš 


interval 0; Z ir | Z = „ЛЕ 1 1 
"| ӚБЕ z), pavyzdžiui x 4 ir x jz її nustatykime 
išvestinės ženklą šiuose taškuose: f B >0, f ( (%) <0. 
тах 
0 m m x 
3 2 
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Matome, kad pereidama kritinj ta$ka x == funkcijos r(x) išvestinė 
keičia ženklą iš pliuso į minusą, todėl taškas x =5 yra maksimumo taškas. 


Kadangi šis taškas yra vienintelis ekstremumo taškas intervale[ 0; z) , tai 


šiame taške funkcija r(x) įgyja didžiausią reikšmę. 

Vadinasi, į lygiašonį trikampį įbrėžto apskritimo spindulys ғ yra 
didžiausias, kai lygiašonio trikampio kampas prie pagrindo lygus 60° , t.y. 
trikampis ABC yra lygiakraštis. 

Apskaičiuojame, kam 2) šio didžiausio -pi ilgis: 


67. Iš miestų A іг B, tarp kurių atstumas 
120 km, tuo pačiu metu, rodyklėmis 
nurodytomis kryptimis, pradeda važiuoti nh 


motociklininkas 30% greičiu ir dvirati- 


ninkas — 04 greičiu. Po kiek laiko 


atstumas tarp jų bus mažiausias? 


Sprendimas. 
Sakykime, kad po / valandų motociklininkas bus taške C, o 
dviratininkas — taške D. Atstumas tarp ju CD = s(t) yra laiko t funkcija. 
Kadangi dviratininko greitis v, = i07, tai per t valandų jis nuvažiuos 
atstumą BD =v, -t 210t, o motociklininkas, važiuodamas greičiu 


v. = 37, per t valandų nuvažiuos atstumą AC = v, -t = 30t. 
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Atstumą CD tarp motociklininko ir dviratininko laiko momentu / rasime 
iš stačiojo А CBD taikydami Pitagoro teorema: CD? = ВС? + ВР”. 

Kadangi CD =s(t), BD =10r, o BC = AB — AC =120-30r, tai 
gauname funkciją 
s^(t) = (120 - 30r + (10)? = 14400 — 7200: +90017 +100? = 

= 10004: — 7200: +14400 -100(10/: — 72t + 144), arba 


s(r) - 10/108 -72t +144. 


Randame šios funkcijos išvestinę: 
s()- 100100 -72t +144 — 5(20r-72) | 
2410? – 722+144 — 410r? — 72t +144 
Randame funkcijos s(t) kritinius taškus: 
5(20t — 72) 
1017 – 72: +144 
Įrodysime, kad kritinis taškas /—3,6 уга funkcijos s(f) minimumo 


s'(r) - 0, -0, 5(20%-72)-0, 4-3,6. 


taškas. Pasirinkime po vieną patogią x reikšmę iš intervalų (0; 3,6) ir 


(3,6; oo) ir nustatykime funkcijos s(x) išvestinės ženklus šiuose intervaluose. 


s()- 5(20-3-72) Сш) 1, ty. s'(8)< 0, о 


/10.9-72.34144 3/2 


5(20-4 - 72 5.8 
5'(4 -.,.500.4-72) 58 10 v. $' р 
6) asa 4 9 5(4)>0 


тіп 
Pc. жегіш 
0 3,6 t 


Matome, kad funkcijos s(x) išvestinė, pereidama kritinį tašką t = 3,6, 
keičia ženklą iš minuso į pliusą, todėl šis taškas yra minimumo taškas ir 
jame funkcija s(/) įgyja mažiausią reikšmę. 

Vadinasi, atstumas tarp motociklininko ir dviratininko bus mažiausias 
ро +=3,6h , t.y. po 3 valandų 36 minučių. 


Atsakymas. 3 A 36 min. 
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68. Valtis C yra 9km atstumu nuo 
artimiausio kranto taško A. Valtimi 
plaukia poilsiautojas ir nori patekti į 
stovyklavietę B, kuri yra ant kranto ir 
nuo taško А nutolusi 15 km. 

km 


Poilsiautojas valtimi gali irtis + 


greičiu, о išlipęs į krantą per valandą 

gali nueiti 5 km. 

a) Į kokį kranto tašką turi plaukti valtis, kad poilsiautojas patektų į 
stovyklavietę per trumpiausią laiką? 

b) Raskite šį trumpiausią laiką. 


Sprendimas. 


Atkarpa CALAB, nes taškas 4 yra artimiausias taškui С 
(prisiminkime, kad atstumu nuo taško iki tiesės vadinamas statmens, 
nubrėžto iš šio taško į tiesę, ilgis). Remiantis uždavinio sąlyga, CA = 9 km. 

Sakykime, x — atstumas nuo taško A iki poilsiautojo išsilaipinimo vietos 
D,ty. AD=x. 

Aišku, kad kintamasis x gali įgyti tiktai reikšmes iš intervalo o; 15], 
ty.xe [0; 15]. 

Тада atstumas CD — tai atstumas, Кш] poilsiautojas nuplauké ире iki 
kranto. 

Iš stačiojo А CAD , taikydami Pitagoro teoremą, randame atstumą CD: 


CD? = АС? + AD, афа CD? =9 + х?, ty. CD = Ax! +81. 
Laiką t galime apskaičiuoti taikydami formulę t s2 , čia s — nueitas 
v 


kelias, o v — greitis. 

ух? +81 

T ЗБ, 
Krantu poilsiautojas nuėjo atstumą DB = АВ – AD = 15 – х. Atstumą 


DB poilsiautojas nuéjo perlaika 1, - = E 


Tada atstumą CD poilsiautojas nuplaukė per laiką z, = 


Vadinasi, kelionėje poilsiautojas užtrunka laiką t — +, +t,. Aišku, kad 
šis laikas priklauso nuo to, kuriame kranto taške išsilaipins poilsiautojas. 
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Taigi visos kelionės laikas / yra kintamojo x funkcija: 


4)- Ух? +81 г VA. S 
a 


a kad kintamasis dydis x gali įgyti tiktai reikšmes iš uždaro 
intervalo (0; i5]. Taigi tolesnis uZdavinio sprendimas susiveda | funkcijos 
t(x) mažiausios reikšmės radima atkarpoje (0; 151. 

Randame funkcijos x) išvestinę: 


KAA a +81 „Bal. (+s Д(5-) ж 1 


4-24 x! +81 5 Sx 481 5 
-3х-4Ух +81 44 x? +81 . Ta aigi (x)= 


S5x- 44x! +81 

204 x^ +81 204x +81 ` 

Randame funkcijos t(x) kritinius taškus. 

Laiko funkcijos t(x) išvestinę prilyginę nuliui “Қх) = 0, gauname lygtį 

S 0. rada "Ag yii anan, kad жі 3E 

204 x^ +81 

x =-12 (ši reikšmė netinka, nes ji nepriklauso atkarpai [0; 15] ). Taigi i$ 
dviejų funkcijos (х) kritinių taškų tiktai vienas taškas x —12 priklauso 
atkarpai [0; 15]. 

Įrodysime, kad taške x = 4 laiko funkcija (x) įgyja mažiausią reikšmę. 

Ieškome funkcijos 4х) mažiausios reikšmės atkarpoje lo; 15]. Randame 
funkcijos f(x) reikšmes atkarpos [0; 15] galuose, t.y. taškuose x=0 ir 
x=15 bei kritiniame taške x=12 ir iš gautųjų reikšmių išrenkame 
mažiausią reikšmę. 


je VO? +81 ^ 15-0 
5 


„kai xe o; 15]. 


«(0 =5,25=5 h15 min ; 


4 


OLET HIIS 
(12)- У127 4 D HALE 


2437 24h40 тіп; 


-435-4h2lmin. 


Matome, kad mažiausią reikšmę, lygią 4,35, funkcija (x) įgyja, kai 
x=12. 
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Vadinasi, kad poilsiautojas kelionėje sugaištų mažiausiai laiko, jam 
rikia išsilaipinti 12 km atstumu nuo kranto taško A arba 3 km atstumu nuo 
stovyklavietės B. 

Trumpiausias kelionės laikas lygus funkcijos t(x) reikšmei taške 
х-12. Jau buvome apskaičiavę, kad /(12)=4,35 =4 h 21 min. 


Atsakymas. а) poilsiautojas turi išsilaipinti 
3 km atstumu nuo stovyklavietės; 
b) 4 h 21 min. 


69. Trys miestai A, B ir C išsidėstę taip, kad 
“АВС = 60°. Iš miesto A į miestą B, tarp 
kurių yra 200 km, išvažiuoja automobilis 


so% greičiu, o iš miesto B į miestą C — 


traukinys so E" greičiu. Po kurio laiko nuo 


judėjimo pradžios atstumas tarp traukinio ir 
automobilio bus mažiausias, jeigu abi 
transporto priemonės išvyko vienu metu? 


Sprendimas. 
Sakykime, kad po t valandų automobilis bus taške D, o traukinys taške 
E. Atstumas tarp jų DE = s(t). Kadangi automobilio greitis v, = sot, tai 
per t valandų jis nuvažiuos atstumą AD =v,:t=80 о traukinys, 
važiuodamas greičiu у = so, per і valandų nuvažiuos atstumą 
BE = v, -t = 501. 
Atstumas BD = AB — AD = 200 — 80t. 


Atstumas DE randamas iš trikampio DBE, taikant kosinusu teorema: 
DE! = ВР? + ВЕ? -2BD- ВЕ cos АВС. 


Kadangi cos ABC = cos60° = > tai 

s? (t) = (200 – 80)? + (Sot – 2(200 — 801). 50: 4 = 

= 40000 — 32000; + 64007? + 25004? - 100004 + 400047 = 
= 129001: — 420001 + 40000 = 100(129/° — 420: + 400). 
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5(@) = 1041296? – 420г +400. 
Randame funkcijos s(f) kritinį tašką. 
(2 2 (2 
ғ()-(0/1292-420/:200|- 100292 —420r + 400) _ 
241291? — 420г + 400 

. S(258-420) | 

12917 —420t +400 
s()-o, C58 7420) _ 

129t? — 420t + 400 
„420 70 ,27 


- 0, 5(258t — 420) - 0, 


258 43 43 ` 
Taigi funkcijos s(/) kritinis taškas уга /-121. Irodysime, kad 515 
taškas уга funkcijos s(f) minimumo taškas. 


Pasirinkime po vieną patogią kintamojo / reikšmę iš intervalų (o 127) 


ir (127.5) іг nustatykime funkcijos s(t) išvestinės ženklus šiuose 
intervaluose: 
“Ей -80 о) о 
1429-420--400 109 
sQ)- 5(58.2-420) 420 


ье 25: er. ty. s'(2)> 0, 
125.4-420.2-400 “60 x rap 


min 
EN aca. Lu HS 
0 127. t 

43 


Matome, kad funkcijos s(/) išvestinė, pereidama kritinį tašką t = ps 


43 


, 


keičia savo ženklą i$ minuso į pliusą. 


Li 27 - AC 
Vadinasi, taškas / = Ға yra funkcijos s(f) minimumo taškas. 
X 27 T ыды ORC 
Taigi taške / = Md funkcija s(t) įgyja mažiausią reikšmę. 


As 27 DL. Р 
Vadinasi, po FA h nuo judėjimo pradžios atstumas tarp automobilio ir 
traukinio bus mažiausias. 27 
Atsakymas. 1-- h. 
d 43 
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2.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Stačiojo A AKE statiniai 15 ir 20. Iš stačiojo kampo K išvesta aukštinė 
KB =12. Raskite AB, BE ir įžambinę. 

I$ A SNL bukojo kampo М išvesta aukštinė NK lygi 12 cm, o aukštinė 
SD, išvesta iš kampo S, lygi 15. Raskite SN, SK ir KL, jei DN = 547 5 
NL = 15. 


Iš A ABC stačiojo kampo C išvesta aukštinė CE 2245, CB =345, 
AB =9. Raskite AC ir AE. 


Lygiakraščio trikampio kraštinė lygi 6. Raskite aukštines. 


Iš A KPR stačiojo kampo P išvesta aukštinė PS = 443 ст. Atkarpa 
KP 4 cm ilgesné uZ KS ir 2 kartus trumpesné uZ KR. Raskite PR ir PS. 


Raskite statinius ir įžambinę stačiajame trikampyje, jei 

a) vienas statinis 14 cm ilgesnis už kitą ir 2 cm trumpesnis už 
įžambinę, 

b) įžambinė 4 cm ilgesnė už vieną iš statinių ir 2 cm ilgesnė už kitą, 

c) vienas statinis 3 cm ilgesnis už kitą, bet 3 cm trumpesnis už 
įžambinę, 

d) vienas statinis 1 cm trumpesnis už įžambinę, bet 7 cm ilgesnis už 
kitą statinį, 

e) įžambinė 10 cm ilgesnė už vieną iš statinių, o šis 5 cm trumpesnis 
už kitą statinį. 


Raskite x. 
a) b) c) 


75 x— "T 
Raskite stačiojo trikampio kraštines, jei statinių ilgių santykis lygus 
>. o statiniu ilgiu sandauga 240. 
Trikampio aukštinė, kurios ilgis lygus 24 cm, išvesta | 42 cm ilgio 


kraštinę ir dalija ją santykiu 5 : 16. Apskaičiuokite trikampio perimetrą. 


85 


m 
m 


12. 


13. 


17. 


18. 
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. Raskite stačiojo trikampio kraštines, jei jos sudaro aritmetinę 


progresiją, o trikampio įžambinė lygi 35. 


. Stačiojo trikampio statiniai yra a ir b įžambinė — c, statinių projekcijos 


įžambinėje -а, іг b., o aukštinė — À. 
Apskaičiuokite: 

a) a,b,c, kai b, 25, h - 245, 

b) a,c, b, kai b - 541, 8-20, 
с) a,b,h,kai b 224, с = 72. 


Raskite x. 


a) 4 b) b) 
| las ži“ Ç ; 
16 


Trikampio kraštinės lygios 5 cm, 12 cm, 13 cm. Į didžiausią kraštinę 
išvesta aukštinė. Raskite atkarpas, į kurias ši aukštinė dalija tą kraštinę. 


. Stačiojo trikampio statinių santykis 3 : 4, o įžambinė lygi 5 cm. Raskite 


atkarpas, į kurias įžambinę padalija iš stačiojo kampo išvesta aukštinė. 


. Stačiojo trikampio aukštinė, išvesta iš stačiojo kampo viršūnės, 


įžambinę padalija į atkarpas, kurių viena 11 cm ilgesnė už kitą. 
Trikampio statinių santykis 6 : 5. Apskaičiuokite įžambinę. 


. Stačiojo trikampio aukštinė, kurios ilgis 4, nubrėžta į įžambinę ir dalija 


ją į dvi atkarpas, kurių ilgių skirtumas 6. Apskaičiuokite trikampio 
statinių ilgius. 


Iš stačiojo trikampio stačiojo kampo į įžambinę nubrėžto statmens 
pagrindas dalija ją į dvi dalis, mažesnioji iš jų lygi 9. Įžambinės ir 
trumpesniojo statinio ilgio skirtumas lygus 10. Apskaičiuokite 
trumpesniojo statinio ilgį. 


Lygiašonio trikampio pagrindo vidurio taško atstumas iki šoninės 
kraštinės lygus 2,4. Apskaičiuokite šoninės kraštinės ilgį, jei šio 
trikampio pagrindas 8. 


19. Apskaičiuokite kampą a. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


6 
a) b) c) 
18 
64/3 3 3 
943 
3V2 
Raskite x. 
a) c) 
2 
x x 
3 юа = 2 sina = E 
cos a = 0,6 ТҰЗ 7 
Lygiašonio trikampio pagrindas 243 cm, o aukštinė, išvesta į pagrindą, 


lygi 1 cm. Raskite trikampio kampus ir perimetrą. 


Norint apskaičiuoti ežero plotį, L С 
iš sraigtasparnio C, esančio 

700 m aukštyje buvo nustatyti 
kampai а = 60° ir B = 30°. 
Raskite ežero plotį 4B. Atsakymą 
suapvalinkite iki dešimčių metrų. 


>, b 
E ASS 


^ - 
GT ы a qur qu қр? қ.ə” ут quc 
ыы е қолы w” қол Qut quU 


Upės plotis 16 т. Kokiu atstumu 
Juozas ir Andrius turi atsistoti 

krante, kad Juozas medį, esantį 

kitame krante, matytų 60? kampu, 

o Andrius šį medį matytų 30? kampu? 


Lygiašonio trikampio vienas priekampis 
lygus 1509, o aukštinė, išvesta į šoninę 
kraštinę, lygi 4. Raskite trikampio perimetrą. 


150? 
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25. Trikampiai MNS ir PKR yra lygüs, 
be to, NS = KR. Pagal brėžinio 
duomenis raskite ZKDS. 


26. Įrodykite, kad nurodyti trikampiai yra lygūs. 


E 
a) b) ы Т 
B 
F 
A C 
y M K 
D 


S 
А ABD = ^ CBD AC LCB, EF 1 BF. NS L MK. 
A АСВ-А EFB. А MNS =A KNS. 


27. Raskite x, jei АВ || АВ, 


А В 
а) A b) a x Bi 
A 
4 B 
x Á А, 4 8 
10 
C В š я 
B, C 
CB, = 22. DECR 
BB, 7 


28. Trikampio ABC kraštinė AC =18 cm. Per pusiaukraštinių susikirtimo 


tašką išvesta tiesė, lygiagreti kraštinei AC ir kertanti kraštines AB ir BC 
taškuose M ir N . Apskaičiuokite atkarpos MN ilgį. 
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29. Raskite x ir y. 


b) 12 х с) 


30. Du trikampiai yra panašūs, jų atitinkamų kraštinių santykis уга 3 : 4. 
Vieno trikampio plotas 56 cm^ mažesnis už kitą. Raskite: 
a) trikampių plotus, b) panašumo koeficientą. 


31. Du trikampiai yra panašūs, jų atitinkamų kraštinių santykis уга 2 : 7. 
Vieno trikampio plotas 225 cm* didesnis už kitą. Raskite trikampių 
plotus. 


32. Trikampiai ABC ir KLM panašūs. Raskite jų plotus, jeigu Рас ш-, 


Sac + Sas = 410. 


33. Brėžinyje A ABC status, ZC = 90°, 
M — AB vidurys, DM 1 AB, AF || BC, 
CK || DM, DM =8, MB =15. 
a) [rodykite, kad A AFM -А DMB. 
b) Įrodykite, kad A AFM — А ABC. D 
c) Raskite apskritimo, įbrėžto į trikampį DMB, spindulį ir trikampio 

ABC pusiaukraštinės, nubrėžtos iš stačiojo kampo viršūnės ilgį. 

d) Raskite trikampio ABC kraštines. 
e) Raskite trikampių AKC ir CKB plotų santykį. 


B 


34. Brėžinyje trikampio ABC AB = 7, 
ВС =8, AC =3, BB, – pusiaukampiné, 
ZBB, A = ZBB E, МС || B.E. 
a) Įrodykite, kad A BB,A = ^ BB,E. 
b) Įrodykite, kad А BCM ~ А BAB,. 


c) Raskite MC. A 
d) Raskite trikampio АВС plotą. 
e) Raskite apie trikampį B,EC apibrėžto apskritimo spindulį. 


89 


35. Paveiksle A ABC – lygiašonis (AB = BC), 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 
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BD 1 AC, ZAKM - ZBMA, 
AB =17, AC =16, MD = 6. 
а) [rodykite, kad A АКМ ~ ^ BMC. 
b) Įrodykite, kad A АВМ -А BMC. 
c) Raskite KM. 
d) Raskite apskritimo, įbrėžto į 4 D C 
trikampį ABC, spindulį. 


Paveiksle A ABC — lygiašonis (АВ = BC), B 

DF || AC іг СЕ || AB, AB =13, 

BD=7, AC =10. 

a) Įrodykite, kad A АРЕ = А СЕР. D E F 

b) Įrodykite, kad А ECF — ^ ABC. 

c) Raskite EF. 

d) Raskite trikampio ABC aukštinę, A C 
nubrėžtą į šoninę kraštinę. 

e) Raskite trikampių ADE ir DCF plotų santykį. 


Trikampio LDK kraštinės LD =8, DK =10, LK =16. Pusiaukampi- 
nė DE dalija LK į atkarpas LE ir EK. Raskite šias atkarpas. 


Nubrėžta stačiojo trikampio ABC (zc = 90°) pusiaukampine BD. 
Apskaičiuokite šią pusiaukampinę, kai BC =3, AC = 4. 


Lygiašonio trikampio ABC pagrindas AC ir šoninė kraštinė AB 
atitinkamai lygūs 5 cm ir 20 cm. Raskite pusiaukampinės AM ilgį. 


Apskaičiuokite stačiojo trikampio, kurio statiniai 24 cm ir 18 cm, 
pusiaukampines, išvestas iš smailiųjų kampų. 


Apskaičiuokite x. 
a) b) c) 
8 5 Š x 9 
6 x 
24 10 — 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Trikampio ABC perimetras lygus 25 cm, 

o pusiaukampiné BD dalija kraštinę АС 

14 ст ir 6 cm ilgio atkarpas. 

Raskite trikampio kraštines. A 5 C 
Stačiojo lygiašonio trikampio įžambinė lygi а. Apskaičiuokite 
pusiaukampinės, išvestos į šoninę kraštinę, ilgį. 


Stačiojo trikampio statiniai lygūs 3 m ir 4 m. Raskite stačiojo kampo 
pusiaukampinės, išvestos iš stačiojo kampo, ilgį. 


Stačiojo trikampio pusiaukampinė dalija statinį į 4 cm ir 5 cm atkarpas. 
Apskaičiuokite trikampio perimetrą. 


Lygiašonio trikampio šoninė kraštinė lygi 4 cm, o jos pusiaukraštinės 
ilgis 3 cm. Raskite pagrindo ilgį. 


Trikampio kraštinių ilgiai 11, 13 ir 12. Raskite į ilgiausią kraštinę 
nubrėžtos pusiaukraštinės ilgį. 


Trikampio dvi kraštinės lygios 1 cm ir М5 ст,о trečios kraštinės 
pusiaukraštinė lygi 2 cm. 


Pagal paveikslo duomenis raskite sin a. 
a) 12 b) c) 
6 14 6 6 
24 
(2 А A 18 
sinB =- 


Norėdamos išmatuoti balos plotį, 
Laura atsistojo viename balos gale 
(taške 4), o Kristina — kitame balos 
gale (taške B). Abi mergaitės mato 
medi, kuris nuo Lauros nutolęs 15 m, 
o nuo Kristinos — 14 m. Apskai- 
čiuokite balos plotį (tarp A ir B), 

jei sina =08. 


91 


51. 


52. 


53. 


54. 


55 
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Du automobiliai, esantys 
taškuose A ir B, nutolę nuo 
ežero pakraščio C 16 km ir 
10 km atstumu. Raskite atstu- 
mą tarp šių automobilių, jei 
cosa = 08. 


Atstumas tarp taškų A ir B lygus 

120 m, 24= 60°, ZB = 75°. 
Apskaičiuokite atstumą AC. 
Atsakymą suapvalinkite iki dešimčių. 


Dvi jūros stebėjimo stotys 4 ir B, 
esančios jūros pakrantėje 4 km atstumu 
viena nuo kitos, stebi laivą (C). Iš 
stoties A laivas matomas 45? kampu, o 
iš stoties B — 30? kampu. 

Raskite atstumus nuo stočių iki laivo. 
Atsakymą parašykite 0,01 km tikslumu. 


Ant kalno stovi bokštas, kurio aukštis 

50 m. Kalno papėdėje esantis akmuo (4) 
iš bokšto viršūnės B matomas 30? kampu, 
o iš jo pagrindo (C) — 30? kampu nuo 
horizonto. Koks kalno aukštis. 

Atsakymą parašykite 1 m tikslumu. 


. Apskaičiuokite stačiojo trikampio plotą. 


a) b) б с) 
| / | hw 
443 is З 
4 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


24 
D, 
Apskaičiuokite pavaizduoto trikampio: РЯ MS B 
a) ABC plota, 9/ 4 
b) aukštinę, išvestą iš ją $ 
Hp Су à д 
viršūnės В į kraštinę АС. 4 C 
12 

Lygiašonio trikampio šoninė kraštinė lygi 20 ст, о pagrindas - 24 cm. 


Raskite trikampio plota. 


Lygiašonio trikampio šoninė kraštinė — 10 cm, o aukštinė, išvesta į 
pagrindą, lygi 8 cm. Raskite trikampio plotą ir kitas aukštines. 


Trikampio kraštinės 8 ir 4, o kampas tarp ju — 45°. Raskite trikampio 
plotą ir aukštinę, išvestą į ilgiausią duotą kraštinę. 


Trikampio kraštinės 10 ir 6, o kampas tarp jų 60°. Raskite trikampio 
plotą ir trečiąją kraštinę. 


Trikampio kraštinės 5 cm, 12 cm, 13 cm. Raskite trikampio plotą. 


Lygiašonio trikampio plotas 60 ст? , o pagrindas lygus 10 cm. Raskite 
šoninę kraštinę. 


Stačiojo trikampio įžambinė 25 cm, o vienas statinis — 7 cm. Raskite 
trikampio plotą ir aukštinę, išvestą į įžambinę. 


. Lygiašonio trikampio pagrindo ilgis 18 cm, 


o kampas tarp šoninių kraštinių lygus 120°. O 
Apskaičiuokite trikampio: 

a) šoninę kraštinę, 

b) plotą, 18 


c) aukštinę, išvestą iš bukojo kampo. 
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65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 
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Lygiašonio trikampio aukštinės, išvestos į pagrindą ir pagrindo ilgių 
santykis 3 : 8. Raskite trikampio perimetrą, jei jo plotas lygus 48 ст”. 


Lygiašonio trikampio šoninės kraštinės ir pagrindo ilgių santykis 5 : 8, 
o aukštinė 6. Raskite trikampio plotą. 


Trikampio kraštinės atitinkamai lygios 25 cm, 29 cm, 36 cm. Raskite 


trumpiausios aukštinės ilgį. 
10 Š B 
16 


Lygiašonio trikampio perimetras 32, o šoninės kraštinės ir pagrindo 
santykis 6 : 5. Raskite trikampio plotą. 


Dvi trikampio kraštinės lygios 16 cm 
ir 10 cm, o kampo tarp jų kosinusas 
lygus 0,8. Apskaičiuokite trikampio: 
a) perimetrą, 

b) plotą. 


Trikampio pusiaukraštinės lygios 9, 12 ir 15. Raskite trikampio plotą. 


Trikampio dvi kraštinės lygios 342 ir 7, 

o kampas tarp ju — 45°. Raskite: 

a) trečiosios kraštinės ilgi, з, 
b) trikampio plota, i 

c) apie šį trikampį apibrėžto apskritimo ilgį. - 7 

Pagal paveikslo duomenis apskaičiuokite įbrėžto į trikampį apskritimo 
spindulį r ir apibrėžto apie trikampį apskritimo spindulį R. 


a) b) c) 
13 
10 10 15 5 
е 14 


5 

24 
sin Q = — 
25 
Stačiojo trikampio įžambinės ir įbrėžtinio 5 
apskritimo lietimosi taškas dalija įžambinę 
į 5 cm ir 12 cm ilgio atkarpas. Raskite: 
a) apskritimo spindulį, 12 
b) trikampio statinių ilgius. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


Lygiašonio trikampio šoninė kraštinė lygi 39, о pagrindas lygus 30. 
Raskite į trikampį įbrėžto apskritimo spindulį. 


Lygiašonio trikampio pagrindas lygus 48 cm, o šoninė kraštinė lygi 
30 cm. Į šį trikampį įbrėžtas ir apie jį apibrėžtas apskritimas. Raskite 
spindulius ir atstumą tarp apskritimo centrų. 


Lygiašonio trikampio kraštinių santykis 2 : 3:3, o įbrėžtojo skritulio 
spindulys lygus 1 cm. Raskite trikampio plotą. 


Į statųjį trikampį, kurio vienas kampas lygus 30°, įbrėžtas apskritimas, 
kurio spindulys 6 cm. Raskite mažesnįjį trikampio statinį. 


Stačiojo trikampio įžambinė 25, o statinių santykis — 0,75. Raskite 
įbrėžtinio apskritimo spindulį. 


Trikampio kraštinės 12 cm, 16 cm ir 20 cm. 
Apskaičiuokite: 

a) trikampio plotą, 

b) apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulį, 
c) įbrėžto į trikampį skritulio plotą. 


Lygiašonio trikampio kraštinės lygios LN 


20 cm, 20 cm ir 24 cm. Apskaičiuokite: 72 
ЖА 


d) itrikampi įbrėžto apskritimo spindulį, 
e) apie trikampį apibrėžto apskritimo ilgį. 
Apie statųjį trikampį apibrėžto apskritimo spindulys lygus 8,5, o įbrėžto 
į trikampį apskritimo spindulys — 3. Apskaičiuokite trikampio plotą. 
Iš skritulio formos plokštelės, kurios spindulys lygus 10 cm, reikia 
išpjauti statųjį trikampį. 

a) Pažymėję vieno trikampio statinį y, parodykite, kad šio trikampio 

-J400 - у? 
plotas S(y)= е8 
b) Kokie turi būti trikampio statiniai, kad jo plotas būtų didžiausias? 


Trikampio pagrindo ir aukštinės suma 10 cm. Koks turi būti trikampio 
pagrindas, kad jo plotas būtų didžiausias? 


Stačiojo trikampio vieno statinio ir įžambinės ilgių suma lygi c. Kokie 
turi būti statinių ilgiai, kad trikampio plotas būtų didžiausias? 


95 


3 skyrius. Keturkampiai 
3.1. Trumpa teorinė medžiaga 


Keturkampiu vadinama plokštumos dalis, 
B kurią riboja savęs nekertanti uždara laužtė, 
sudaryta iš keturių grandžių. 
ABCD - keturkampis, А, B, C, D – viršūnės, 
D ZA, АВ, ZC, ZD - kampai, АВ, BC, CD, 
A AD - kraštinės, AB ir CD, AD ir BC — 
priešingos kraštinės, AC, BD - įstrižainės. 


Iškiliuoju keturkampiu vadinamas keturkampis, kuris yra kiekvienos 
tiesės, nubrėžtos per keturkampio kiekvieną kraštinę, vienoje pusėje. 


Pateikiame keturkampių klasifikacijos schemą: 


K ` 
ygiagre- 
tainiai 
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= Lygiagretainis 


ura 
Lygiagretainiu vadinamas keturkampis, kurio 
L priešingosios kraštinės yra lygiagrečios. 


A D 
Lygiagretainio savybės 
1. Lygiagretainio priešingosios kraštinės yra lygios, priešingieji kampai 
lygūs. 
2. Lygiagretainyje prie vienos kraštinės esančių kampų suma lygi 180°, t.y. 
&А+ ZB =180°, ZB + ZC = 180°, 
ZC * ZD 21809, 24+ ZD =180°. 
3. Lygiagretainio įstrižainės AC ir BD susikerta ir susikirtimo taškas jas 
dalija pusiau. 
4. Lygiagretainio kraštinių kvadratų suma lygi įstrižainių kvadratų sumai: 
2(a* +Ь°)= 4? +d}; 
čia a іг b — dvi gretimos lygiagretainio kraštinės, d, іг d; — lygiagretainio 
istriZainés. 
5. Lygiagretainį įstrižainė dalija į du lygius trikampius, t.y. 
А ABD = ^ ВСР” ir A АВС =A ACD. 


Lygiagretainio plotas 
Lygiagretainio plotas lygus jo kraštinės іг | ja išvestos aukštinės 


sandaugai. 
čia h, А, — lygiagretainio 
aukštinės. 


Lygiagretainio plotas lygus dviejų gretimų 
kraštinių ir sinuso kampo tarp jų sandaugai. 


Lygiagretainio plotas lygus įstrižainių ir sinuso 


kampo tarp jų sandaugos pusei. 
1 čia dj, d; - lygiagretainio 
$ = gd. sing;| įstrižainės, v — kampas tarp 
įstrižainių. 
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Rombo savybés 


Us Бо е 
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Rombu vadinamas lygiagretainis, kurio visos 
krastinés lygios. 


Rombo įstrižainės d, ir d; susikerta stačiuoju kampu: 41.14). 
Rombo įstrižainės yra jo kampų pusiaukampinės. 

Rombo įstrižainių susikirtimo taškas kiekvieną jų dalija pusiau. 
Rombo priešingieji kampai lygūs. 


Ryšys tarp rombo įstrižainių ir kraštinių: 


Rombo plotas 
Rombo plotas lygus kraštinės ir aukštinės sandaugai. 


čia a — rombo kraštinė, 


h — rombo aukštinė. 
Rombo plotas lygus kraštinės kvadrato ir sinuso 


kampo tarp kraštinių sandaugai. 
čia а — kampas tarp gretimų 
rombo kraštinių. 


Rombo plotas lygus įstrižainių sandaugos pusei. 


1 
S= 344: čia 4, d; — rombo įstrižainės. 


Rombo plotas lygus pusperimetrio ir j romba 
įbrėžto apskritimo spindulio sandaugai. 


čia p — pusperimetris: 


p= 2a, r - į rombą įbrėžto 
apskritimo spindulys. 


a Stačiakampis 


D] 


Stačiakampio plotas 
D< 
a 


æ Kvadratas 


P 
a 


Stačiakampiu vadinamas lygiagretainis, kurio 
visi kampai statūs. 

Stačiakampio savybės 

1. Stačiakampio priešingosios kraštinės yra 
lygiagrečios, o kampai statūs. 

2. Stačiakampio įstrižainės lygios. 


Stačiakampio plotas lygus gretimų kraštinių 
sandaugai. 


čia a, b — stačiakampio kraštinės. 


Stačiakampio plotas lygus įstrižainės kvadrato 
ir sinuso kampo tarp įstrižainių sandaugos 
pusei. 


1 
5- 24 'sing;| čia d — stačiakampio įstrižainė, 


9 — kampas tarp įstrižainių. 


Kvadratu vadinamas stačiakampis, kurio visos 
kraštinės lygios. 


Kvadrato savybės 


1. Kvadrato įstrižainės yra lygios ir kertasi 
stačiu kampu. 


2. Kvadrato įstrižainė lygi a - kvadrato kraštinė. 


Kvadrato plotas 


a 
> 
а 


Kvadrato plotas lygus jo kraštinės kvadratui. 
čia a — kvadrato kraštinė. 


Kvadrato plotas lygus įstrižainės kvadrato 
pusei. 


1 
5- rd *:| čia d — kvadrato įstrižainė. 
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9° Trapecija 


Trapecija vadinamas keturkampis, kurio dvi 


B C priešingosios kraštinės lygiagrečios, o kitos dvi 
kraštinės nelygiagrečios. 
Trapecijos vidurinė linija т lygiagreti 
pagrindams ir lygi jų sumos pusei: 
A D 
Trapecijos vidaus kampų, esančių prie vienos iš 
jos šoninių kraštinių, suma lygi 1809, t.y. 
ZA ZB = ZC + ZD = 180°. 
A D 


Jei EF - atkarpa, lygiagreti trapecijos 
pagrindams ir einanti per įstrižainių susikirtimo 
tašką, tai 


a+b 


Lygiašonė trapecija 


BC 
Lygiašonė trapecija - trapecija, kurios šoninės 
kraštinės lygios. 
ABCD - lygiašonė trapecija, kurios АВ = CD. 
A а р 


Lygiašonės trapecijos savybės 


1. Lygiašonės trapecijos šoninės kraštinės yra lygios АВ = CD. 
2. Lygiašonės trapecijos kampai prie pagrindo lygūs: 
ZA- ZD, ZB - ZC. 
3. Lygiašonės trapecijos, į kurią galima įbrėžti apskritimą, aukštinė л lygi 
pagrindų a ir b geometriniam vidurkiui: 


h-4a-b. 
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Stačioji trapecija 

B C 
Statioji trapecija — trapecija, kurios vienas 
kampas status (4B 1 AD). 

А р 


Trapecijos plotas 
Trapecijos plotas lygus pagrindų sumos pusės ir aukštinės sandaugai. 


2 a+b 
ЖЕСЕ čia a, b — trapecijos pagrindai, 
h — aukštinė. 
E Trapecijos plotas lygus vidurinės linijos ir 
. aukstinés sandaugai. 
a 


čia m = IO trapecijos 


viduriné linija. 


Trapecijos plotas lygus įstrižainių ir sinuso 
kampo tarp jų sandaugos pusei. 


1 Š 2 MM des 
5- yd d;sin ф;| ад, 4, – įstrižainės, 


9 — kampas (агр įstrižainių. 
Jeigu žinomi visų trapecijos kraštinių ilgiai, tai jos plotą galima 
skaičiuoti taikant formulę: 


š А 3 a+b+c+d 
čia p — pusperimetris: p — 2 
B С 
Lygiašonės trapecijos, kurios įstrižainės 
statmenos viena kitai, plotas lygus aukštinės 
kvadratui: 
S = h°. 
A D 
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*' Įbrėžtiniai keturkampiai 


C 
Z — Kiekvieno įbrėžtinio keturkampio priešinguju 


kampų suma lygi 180“, t.y. 


ZA+ ZC = ZB + ZD = 180°. 
"> D Jeigu keturkampio priešingųjų kampų suma 
minu A lygi 180°, tai apie jį galima apibrėžti 


A apskritimą. 
Apie trapeciją galima apibrėžti apskritimą tik tada, kai ji yra lygiašonė. 


Ptolomėjo teorema: čia a, b, с, d - keturkampio 
kraštinės, e, f — keturkampio įstrižainės. 


9° Apibrėžtiniai keturkampiai 
C Kiekvieno apibrėžtinio keturkampio priešingųjų 


B 7 S kraštiniu sumos lygios, t.y. 
AB+CD = BC+ AD. 


C 
Jeigu iškiliojo keturkampio  priešingųjų 
| kraštinių ilgių sumos lygios, tai į jį galima 
D įbrėžti apskritimą. 


S 
Į keturkampį įbrėžto apskritimo spindulys: |” = 


A 


čia S — apibrėžtinio keturkampio plotas, 
p — apibrėžtinio keturkampio pusperimetris. 


Jeigu į trapeciją yra įbrėžtas apskritimas, tai jos 
priešingųjų kraštinių ilgių sumos lygios, t.y. 
AB+CD=BC + AD. 
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Keturkampio plotas 
Keturkampio plotas lygus įstrižainių ir sinuso kampo tarp jų sandaugos 
pusei. 


[s- anne - 24, d,sin [s- anne 
čia i d, - keturkampio įstrižainės, 
9 — kampas tarp įstrižainių. 


mo keturkampio plotas 


5 = (p -aXp - Xp - X» - d); р-сДр-а); 
čia p — uwa pusperimetris. 


Apibrėžtinio keturkampio plotas 


Apibrėžtinio keturkampio plotas lygus 
pusperimetrio іг і  keturkampi įbrėžto 
apskritimo spindulio sandaugai. 


į i čia p — keturkampio pusperimetris, 


r — į keturkampi įbrėžto apskritimo spindulys 
(įbrėžtinio apskritimo spindulys). 
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3.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


1. Stačiakampio kraštinės 12 cm ir 5 cm. Apskaičiuokite stačiakampio 


įstrižainę. 
C Duota: AB -12ст, BC -5ст. 
B Rasti: AC. 
ЕСА Sprendimas. 
A "B Iš stačiojo A ACB , taikydami Pitagoro teorema, 
randame įstrižainę AC: 
АС? = АВ? + BC, AC*=12*+5* =169, AC =13 ст. 
Atsakymas. 13 ст. 


2. Raskite stačiakampio plotą, kai jo įstrižainė lygi 13 cm, o viena kraštinė 


— 5 cm. 


D C Duota: AC «13cm, ВС = 5 ст. 
"x Rasti: S. 
2 Sprendimas. 
A B Stačiakampio plotas S = AB - BC. 
I$ stačiojo А АВС, taikydami Pitagoro teorema, randame AB: 
АВ? = AC! - BC', АВ? =13 -5° = (13-513 45) - 8:18 = 169, 
AB = 416-9 =4-3=12 cm. Stačiakampio plotas S =12-5 = 60 ст:. 
Atsakymas. 60 cm". 


3. Stačiakampio įstrižainė lygi 20 ir su viena kraštine sudaro 309 kampą. 


Raskite stačiakampio plotą ir perimetrą. 


D C Duota: АС = 20, ZCAB = 30°. 
m a Í é 
72,20 


А В Sprendimas. 
Iš А ABC randame: ВС = AC sin CAB, BC -205іп30%- 20-2= 10, 
АВ = ACcos САВ, АВ = 20соѕ 30° - 1045. 
Р= 2048 +ВС), Р = 2010 +1055) 2013 +1). 
5= АВ-ВС,  $-10-1043 = 1005/3. 
Atsakymas. 1004/3 Я 2/3 + l) 
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Duota: AB : BC = 33 : 5, S= 240 cn". 


p e Rasti: AB, BC. 
Sprendimas. 
А В Tarkime, kad vienai daliai tenka x cm. 


Tada AB =3x, o BC =5x. 
Stačiakampio plotas S = AB · BC. 
Sudarome lygtį 3x-5x = 240, kurią išsprendę randame, kad x = 4 cm. 
Taigi, AB =3-4=12 ст, 
o ВС = 5.4 = 20 ст. 


Atsakymas. 12 ст, 20 cm. 


Į trikampį, kurio pagrindas lygus 48 ст, o aukštinė — 16 cm, įbrėžtas 
stačiakampis taip, kad viena jo kraštinė priklauso trikampio pagrindui, o 
kraštinių ilgių santykis yra 5:9. Raskite didesniosios stačiakampio 
kraštinės, priklausančios trikampio pagrindui, ilgį. 


B Duota: ABC - trikampis, 
MNKL - stačiakampis, 
M, AC = 48 cm, BE - 16cm, 
MK : MN -5:9. 
Rasti: KL. 
КЕ LL d 
Sprendimas. 
Sakykime, kad vienai daliai tenka x cm. 
Tada MK = 5x, MN =9х, о BD -16- 5x. 
Kadangi A ABC ~ A MBN (visi atitinkami trikampių kampai lygūs), 
tai galime sudaryti proporciją: 
АС ВЕ 48 16 
——, arba — = қ 
MN BD 9х 16-5х 
Išsprendę gautąją lygtį, randame, kad x = 2. 
Тада KL = MN =9-2 =18 ст. 


Atsakymas. 18 cm. 
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6. Jei vieną kvadrato kraštinę sumažinsime 1,2 cm, о antra sumažinsime 
1,5 cm, tai gautojo stačiakampio plotas bus 14,4 cm? mažesnis už 
duotojo kvadrato plotą. Keliais procentais sumažės kvadrato plotas? 


D C Sprendimas. 
H G Pažymime kvadrato kraštinę a.Tada jo 
plotas S, = a^. Stačiakampio kraštinės 
A B E F ЕН =a-1,2 ir EF =а-1,5, о jo plotas 


S, = EH EF = (a -V2Ya -1,5). 
Kadangi S, — 5, -14,4, tai sudarome lygtį: 
а? - (a -12Y(a -15)-144, 
а? - à! +2,7a -1,8 =14,4, 
2,7а -16,2, 
a=6cm. 
Vadinasi, kvadrato plotas lygus 5, -36ст!. Reikia rasti, kiek 


procentų skaičiaus 36 sudaro skaičius 14,4: ЗА -100 96 - 40 %. Taigi 


kvadrato plotas sumažės 40 95. 
Atsakymas. Kvadrato plotas sumažės 40 96. 


7. Į apskritimą įbrėžtas didžiausio ploto stačiakampis, kurio perimetras 


16 cm. Raskite apskritimo spindulį. 
Duota: Р-16ст, S, =S... 
Rasti: АО. 

Sprendimas. 
Kadangi Р = 2(AB + BC), arba 
2(AB + ВС) 16,tai AB + BC - 8. 


Pažymime AB = x. Tada BC =8 – х іг AO = R. 

Stačiakampio plotas 5 = АВ. BC, arba S(x)= x(8 — х). 

Matome, kad stačiakampio plotas yra kintamojo x funkcija. 

Rasime, su kuria kintamojo x reikšme ploto funkcija S(x) įgyja 
didžiausią reikšmę. Randame funkcijos S(x) išvestinę: 

S'(x) - (8х -x)= 8-2х. 
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Ieškome kritinių taškų: S'(x)= 0, t.y. 8 —2x = 0, x=4. 

Kritinis taškas turi priklausyti intervalui (0; 8). 

Šį tašką pažymime koordinačių tiesėje ir nustatome funkcijos 
išvestinės ženklą kiekviename intervale: 


max 


0 4 8 x 


Kai х=1, tai 5()-8-2-6, ty. 5(1)>0, o kai x=5, tai 
5(5)-8-10--2, ty. S(5)<0. Taigi funkcijos S(x) išvestinė, 
pereidama kritinį tašką x = 4 keičia savo ženklą iš pliuso į minusą. 


Vadinasi, x=4 yra maksimumo taškas. Tada АВ-4 cm, о 
BC =4cm. 


Taigi įbrėžta didžiausio ploto figūra yra kvadratas, kurio kraštinė 
lygi 4 cm. 
Iš stačiojo AABC, taikydami Pitagoro teoremą, randame AC: 


АС? = АВ? + BC", AC? = 42 +4? 232, AC = 442 ст. 


1 
Tada apskritimo spindulys 40 = zi AC, ty. АО- 242 cm. 
Atsakymas. 242 ст. 


8. Iš skritulio formos plokštelės, kurios spindulys lygus R, reikia išpjauti 
didžiausio ploto stačiakampį. Kokios turi būti jo kraštinės? Raskite 
tokio stačiakampio plotą. 
s—— >,c Duota: AO= R, S=S... 

Rasti: AB ir BC. 

Sprendimas. 

Ра2утіте AB = x. 
AND AC-2:40, AC-2R. 

Iš stačiojo A ABC , taikydami Pitagoro teore- 


mą, randame, kad ВС? = АС? — AB", ty. ВС =J(2R) -r = (48° – s, 


Tada stačiakampio plotas S = АВ-ВС, ty. S(x)- x-J4R? — x^. 

Rasime, su kuria kintamojo x reikšme funkcija S(x) įgyja didžiausią 
reikšmę. Kadangi x € (0; 2R), tai pakanka rasti, su kuria x reikšme iš šio 
intervalo funkcija S(x) įgyja didžiausią reikšmę. 
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Randame funkcijos S(x) išvestinę: Sprendimas. 
Ав 57 : x(am-x) 24ғ-х)-2х Pažymime AE = x. Tada BC = CD = x. 
S'(x)» lx JR — ry ur NES ЗК. сҮ M a ER | 
КЕ l à Мағ) = Ç 2/4R' — x° 4R — x° B D Kadangi Spo: = AE: DE, ty. Sp = x: DE ir 
4R! -2 2, 2 
= r Randame funkcijos S(x) kritinius taškus: S'(x)- 0 most 2 ys Sau ES 
-2x A E tai lango plotas 5 = S „„„+ Sasco. Gauname 
L Иш 4R'-x' 20, xz2R. Я 
МА — 4 
T cM lygybę x- DE +> V Уз = 4, iš kurios randame, kad DE = E 
48° -2x! =0, x! =2R', x  2R. + T 
Ploto funkcija turi vieną kritinį tašką x = VZR. Lango perimetras P = 2DE +3AE, ty. Р(х EE --2— 
Kritinis taškas priklauso intervalui max 8 B 
(0; 2R). Nustatome funkcijos išvestinės Ig зу» Randame funkcijos P(x) išvestinę: Р(х)---- т 3. 
i * * БЕС 0 2R X T x 
кы ый шыш ehe рш з Apskaičiuojame funkcijos P(x) kritinius taškus: 
-8& 43 -8 45-6 1 6-8 
әт! 2 2 P = 0, --------3-0, — = ——, — = ——, 
kai x = R, tai pas E Le S'(R)» 0, () + 3 x? 2 xX 16 
зк А3 45 T 4 4 
2 =——= (netinka). 


2 2 х m———, X=)—, х= 
TRE ы s(2)- AR’ 2.2058" R s[28)<o 6-45 (6-43 Jg 43 
2 2) JaRt'-225R' — J 
Vadinasi, x = J2R уга maksimumo taškas, o stačiakampio plotas 
šiame taške įgyja didžiausią reikšmę. Randame šią reikšmę: 


s(V2R)= VZRV4R -2R = 2R7. 


Didžiausią plotą turi stačiakampis, kurio viena kraštinė J2R, о kita 


= Jam —(V2R) = Jag —2R7 = J2R. 


Įbrėžta figūra yra kvadratas, kurio kraštinės lygios J2R. 


Mažiausią reikšmę funkcija P(x) įgyja taške x = TAE 
6-43 


€ 4 "T 
Vadinasi, lango pagrindas turi būti — ilgio. 
J6- 43 


Atsakymas. 


EE. ей 
6-45 


. Rombo įstrižainės lygios 10 ir 24. Apskaičiuokite rombo kraštinę. 


At „V2R ; 2R. 
sakymas. V2R ; Duota: BD = 24, AC -10. 
Rasti: AB. 
9. Lango apatiné dalis yra stačiakampis, o viršutinė — lygiakraštis ч 
trikampis. Lango plotas lygus 4 m. Koks turi būti lango pagrindas, kad Sprendimas. 
A C I$ stačiojo A ABO randame AB: 


lango perimetras būtų mažiausias? 


AB? = АО? + BO". 


Duota: S=4m*, P= P... 4 
Kadangi 40 - 7 AC, ty. 10-25 ir 


Rasti: AE. 
D 
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BO = BD, ty. s0-2- 12, tai 


AB! =12* +5? =169, ty. АВ = 13. 
Atsakymas. 13. 


11. Raskite rombo įstrižainių ilgius ir aukštinę, jei kraštinė lygi 6, o vienas 


rombo kampas yra 60°. 
B Duota: AB = 6, ZB = 60°. 
y Rasti: AC, BD, AE. 


LN. Sprendimas. 
A L^ 1 C Rombo įstrižainės viena kitą dalija pusiau, 


dalija pusiau ir rombo kampus, be to, įstrižainės 
susikirsdamos sudaro stačiuosius kampus. 
ZABO = ZB : 2, ZABO = 30°. 

Iš stačiojo А АОВ randame АО ir BO: 


АО = дна, ty. AO = 6sin30? = 3. 


ВО = ABcos ABO, ty. BO = 6соѕ30° = 343. 
Tada AC=2: AO, ty. 4C -2.3-6 ir 


BD =2. BO, ty. BD = 2:343 = 645. 
Iš stačiojo A ABE randame AE: 


AE = ABsin B, ty. AE = 6sin 60° = 343. 
Atsakymas. 6, 643 ir 343 É 


. Viena rombo įstrižainė lygi 60, o kraštinė 50. Apskaičiuokite atstumą 


nuo įstrižainių susikirtimo taško iki kraštinės. 
B Duota: AC =60, AD =50. 
Rasti: OE. 
Sprendimas. 

A C OE L AD. AO = AC :2, АО = 30. 
I$ stačiojo А AOD , taikydami Pitagoro 
teorema, randame OD: 
ОР? = Ар? - АО”, 
OD? =2500 —900 =1600, 
OD =40. 
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Iš stačiojo A ДОР randame jo aukštinės OE ilgį: OE = ү AE : ED. 
Randame AE ir ED. Kadangi АО" = АЕ · AD ir ОР? = ED- AD, 


2 
ы A-Ž ir ED= . Tada 
AD 
АО! „ор? - 40-00 ор 30-40 
ОЕ =JAE -ED = — ty. OE = ——— n= 24. 
AD AD AD 50 


Atsakymas. 24. 


. Rombo perimetras lygus 20 cm, o viena jstriZainé — 8 cm. Raskite 


rombo plotą ir aukštinę. 


B Duota: Р-20ст, BD =8 cm. 
В Rasti: S, AF. 
Sprendimas 
LN Р-4-АВ, AB = 5 ст, о BO=4cm. 


Iš stačiojo A АОВ randame AO: 
АО? = AB! — ВО?, AQ! =25-16=9, 
AO =3 ст. 
D : ; 
Tada AC =2- AO, АС-бст ir sg. 20D, ty.Sc 68 =24 ст. 
Rombo plotą taip pat galima apskaičiuoti taikant formulę S = 


25 2.24 
Iš šios lygybės АҒ---, ty. AF = —— = 9,6 cm. 
уву ВС y 5 m 


Atsakymas. 24 cm? ir 9,6 cm. 


14. Rombo plotas lygus 1200 ст”, o viena įstrižainė 50 96 ilgesnė už kitą. 


Raskite rombo perimetrą. 


Duota: S = 1200 стг. 
Rasti: P. 
Sprendimas. 
AR, C Rombo perimetras P = 4: AB. 
Tarkime, kad АС = х. Tada BD = 1,5x іг 
Pasinaudoję rombo ploto skaičiavimo formule, 


sudarysime lygtį su nežinomuoju x. Išsprendę 
šią lygtį, rasime x: 
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=. SE = 1200, хі =1600, х-40ст. 


Vadinasi, AC = 40 cm, o BD =1,5-40 = 60 cm. 
Kadangi rombo įstrižainės susikirsdamos viena kitą dalija pusiau, 
tai AO = AC:2 ir ВО = BD:2, ty. АО = 20 ст ir BO =30 cm. 


Iš A АОВ, taikydami Pitagoro teoremą, randame: AB? = AO? + BO", 
АВ? —30? + 20° =900 +400 = 1300, АВ = 105/13. Tada P = 404/13 cm. 
Atsakymas. 40413 cm. 


15. Rombo kraštinė lygi 6, o vienas kampas lygus 1509. Raskite rombo 
plotą. 


Duota: АВ = 6, ZA = ZC =150°. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
1 büdas. 
Kadangi ZA + ZB = 180°, tai ZB 2180? — ZA, 
ty. ZB =180° —150? = 309. Tada rombo plotas 


Sedi ud: ky 5-6 sin30* =36-- = 18. 


Sz 


2 büdas. Rombo plotas S = ВС. AE. Iš stačiojo A ABE randame AE: 
AE = АВ зїп В, ty. AE = 6sin30? 2 3. Tada S=6-3=18. 
3 büdas. 


Rombo plotą galime skaičiuoti taikydami formule S = DM 

Įstrižainė BD kampą В dalija pusiau, todėl АВО = 15°. 

Iš stačiojo A 40B randame AO ir BO: 

AO = ABsin ABO, ty. AO = 6ѕіп 15°, 

ВО = AB cos ABO, ty. BO = 6соѕ15°. 

Tada AC -2-АО ir BD =2.- BO, ty. AC = 2:65іп15° = 12 ѕіп15°, 
BD = 2:6с0515° = 12 соѕ15°. 

12sin15?.12cos15? 


$T 736 -2sin1S*cosl5* - 365іп(2.15%)-365іп30 = 18. 


(Pritaikéme trigonometrine formule: sin 20. = 2 sin a.cos а. ) 
Atsakymas. 18. 
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. Raskite rombo aukštinę, jeigu jo viena įstrižainė lygi 12, o kita — 16. 


. Rombo plotas lygus 56 cm), o įstrižainių ilgių santykis yra 7 : 4. Raskite 


rombo įstrižaines. 


Duota: 5 = 56cm^, BD: AC=7:4. 


B 

Rasti: AC ir BD. 

Sprendimas. 
AC- BD 
R = А 
A C ombo plotas S 2 

Tarkime, kad vienai daliai tenka x cm. 

Tada BD = 7x іг AC = 4x. Sudarome lygtį 
D DER = 56, kurią išsprendę randame, kad 

x = 2 cm. 


Vadinasi, BD =7:2 =14 ст, o AC = 4:2 = 8 cm. 
Atsakymas. 14 cm ir 8 cm. 


Duota: ABCD —rombas, AC =12, BD =16. 
Rasti: AE. 
Sprendimas. 


Kadangi rombo įstrižainės susikerta stačiu 
kampu ir susikirtimo taškas O jas dalija pusiau, 


Iš stačiojo trikampio АОВ, taikydami Pitagoro teoremą, galime rasti 


rombo kraštinės ilgį AB: 


AB - 4 AO! + ВО?, ty. AB = 6° -8' = 4100 -10. 

Apskaičiuokime rombo plotą: 

s= 452, ty. 5 — -%, S = 96. 

Dabar pasinaudosime kita rombo ploto skaičiavimo formule: 

5 = СР. AE. Kadangi Š =96, CD = AB -10, tai, įstatę šias reikšmes 


į rombo ploto formulę, gauname: 96 =10- AE, arba AE = Е = 9,6. 


Atsakymas. 9,6. 
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18. Raskite rombo plotą, jei kraštinė lygi 20 cm, o viena įstrižainė 8 cm 


ilgesnė už kitą įstrižainę. 
B Duota: AB =20cm, BD- AC -8cm. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
A C 5- AC- BD ; 
2 
Pažymėkime, AC = x. Tada BD = x +8, 
xi: x+8 


Stačiajam trikampiui АОВ pritaikome Pitagoro teorema: 
АО? «ОВ! = АВ", arba 


2 2 2 2 
(4) (=) -20, ty. 4 (+8) _ 400. 
2 4 4 
Išsprendę lygtį x^ +8x — 768 = 0, randame x = 24 (х = —32 netinka). 
Vadinasi, AC = 24 cm ir BD =32 cm, о S = WM = 384 cm". 


Atsakymas. 384 cm. 


Duota: AB! = AC: BD. 
Rasti: ZA ir ZB. 


Sprendimas. 
Užrašysime dvi formules rombo plotui 
A C skaičiuoti: 
AC: BD 
22” 
D Sulyginame šių formulių kairiąsias puses: 
АВ? sin B = TRE š 


Kadangi pagal uždavinio sąlygą АВ? = AC-BD, tai gauname 


S= AB'sinB ir S= 


sin B = 2 Vadinasi, ZB = 30°. Bet 24+ ZB = 180°, todėl ZB = 150°. 
Atsakymas. 30? іг 150°. 
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20. Rombo plotas 96, o aukštinė — 9,6. Raskite įstrižaines. 


Duota: 8 -96, AE =9,6. 


Rasti: AC ir BD. 
Sprendimas. 
S=BC-AE, Be BC- 26 -10. 
АЕ 9,6 


1 büdas. 
Pažymime AC = x, o BD = y. 


Tada AO - ir BO - 2. 
2 2 
Stačiajam A АОВ pritaikome Pitagoro teorema: АО" + ОВ? = АВ", 
2 2 
ty. (2) 4% =10°. Taikydami rombo ploto skaičiavimo formulę 
_ AC- BD 


S , gauname lygti 622, arba ху = 192. 
сү 2 
Sudarome lygčių sistema: B (>) =10, @ 
ху =192. (2) 
192° 


х? 


Iš (2) išreiškiame у = = ir įstatome į (1): x? + = 400, arba 

x* — 400x? +36864 = 0. 

[vede pakeitimą x^ =a, a > 0, gauname lygtį a? — 400a + 36864 = 0. 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad a, = 256 arba a, =144. 

Vadinasi, x, =16 arba x, =12, o y, =12 arba y, = 16. 

Todėl AC =12, o BD =16. 


2 büdas. 
Pažymime ZB = a. 


Iš ploto formulės S = a? sina. randame sina. = r sina = 0,96. 
a 


Kadangi sin? а + cos? a =], todėl cos? а = 1— sin? a, cosa = 0,28. 

Pagal kosinusų teoremą AC“ = AB? + BC? -24B- BCcosa. randame 
АС: АС? -200-200-0,28 =144, AC =12, o BD randame pagal Pitagoro 
teoremą: BO? = AB? — АО", BO! -100-36-64, ВО-8, о BD =16. 
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3 büdas. 
Randame cos a. — 0,28 (Ziüréti j 2 sprendimo büda). 


Zinome, Кай 1+соз@ = 2cos! > ir 1-соға = 2sin* 7, todėl 
cos? © = 0,64, cos © = 08, o sin? © = 0,36, зіп 2-0,6. 
2 2 2 
I$ А АОВ randame BO: ВО- АВ сохт, ВО =10.0,8 = 8, todėl 


BD = 2.ВО, BD -16 ir 40 = ABsin =, 40 =10-0,6=6, о АС-12. 
Atsakymas. 12 іг 16. 


21. Į romba, kurio kraštinė lygi 20 cm, įbrėžtas skritulys. Apskaičiuokite 


skritulio plotą, jeigu rombo įstrižainių ilgiai sutinka kaip 4 : 3. 
Duota: ABCD - rombas, 
AB = BC = CD = AD = 20 cm, 
BD :AC=4:3. 
K Rasti: S,. 
A C Sprendimas. 
Sakykime, BD = 4х, ir AC = Зх. 


Tada BO = 5 Вр, о 40 = Zac, t.y. 
° l L 
BO=—-4x=2x, o AO = —. 3x = —x. 
2 2 2 
I$ stačiojo trikampio ABO, taikydami Pitagoro teoremą, gauname: 


2 
АВ? = АО? + ВО?, 20° (85) «xy, 400- — x° + x, 1600 = 25x°, 
х? = 64, x = 8 cm. 
Taigi ВО =2.8 =16 cm, AO= 3-8 =12 em. 


I$ skritulio centro O nubréZkime spinduli OK. Sis spindulys statmenas 
skritulio liestinei 4B: OK 1 AB. Vadinasi, atkarpa ОК yra rombo aukštinė. 
Stačiojo trikampio АВО plotą galime rasti dviem būdais: 


AB-OK . АО-ВО 
ir Samo =— 


S so 
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АВ-ОК АО-ВО 


Vadinasi, 2 
Iš šios lygybės lengvai randame skritulio spindulį ОК =r : 
s Lp ара n, 


Taigi skritulio plotas 5, = nr’, ty. S, = л:9,6° -9216л cm". 
Atsakymas. 92,16л cm“. 


Duota: A ABC, A ACD - lygiakraščiai, 
OE = 2 cm. 
Rasti: AB. 

Sprendimas. 

1 būdas. 
Pažymime AB = a. Pastebėkime, kad atkarpa 
OE yra į rombą įbrėžto apskritimo spindulys r, 
ty. OE=r. 
Trikampis ABC yra lygiakraštis, todėl 
АВ = BC = AC =a. 
Rombo perimetras Р —4a, о rombo plotas Sisco = pr, tY-S „сь 72:a-r. 
Kadangi r = OE = 2 ст, tai 8, = 4а. (1) 
а 3 


Trikampis АВС yra lygiakraštis, todėl jo plotas S mc = 
З , а 3 

Kadangi 5,2 = 25,с, tai 5с = e (2) 

Sulygine (1) ir (2) formulių dešiniąsias puses, gauname lygtį 


2 
ЖЕ -4а, kurią išsprendę randame, Кай а- EA = 8/3 ст. 
2 45 4 


2 büdas. 


Iš rombo viršūnės 4 nubrėžiame aukštinę AF. Šios aukštinės ilgis lygus 
apskritimo skersmeniui, t.y. AF =2-OE = 4. 
Uždavinio sąlygoje duota, kad A АВС - lygiakraštis, todėl B = 60°. 
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I$ stačiojo A АВЕ randame rombo kraštinę AB: 
T NET TENE. 8 843 2 


sinB’ “ainoo 43 3 8/3 


Duota: ZB = 30°. 
Rasti: 5: S,. 
Sprendimas. 
Pažymime AB = a. Tada rombo plotas 


5. 74 -sinB, ty. S.. =a sin30* = а? 


ғо 


Kvadrato plotas S,, = EP, čia EF — 
kvadrato įstrižainė. Pastebėkime, kad 

AK = EF =2r, čia AK -rombo aukštinė. 
Iš stačiojo A ABK randame AK: 


D AK = ABsin B, АК = asin30*, t.y. AK - 7a. 


2 2 
Vadinasi, EF = = o kvadrato plotas S, = 14) = 


B C Duota: AB = 4 ст, AD =16 ст, Z4A-609?. 
Rasti: ВЕ, BF. 
F Sprendimas. 
A E D Iš stačiojo A BEA randame BE: 
BE = AB- sin A, BE =4:sin 60 =4 È = 243 ст. 
&А = “С, nes priešingieji kampai yra lygūs. 
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Iš stačiojo A BFC randame BF: 


Б 


ВЕ = BC -sinC, ВЕ -16-sin60* = 16-5 - 843 ст. 


Atsakymas. 245 cm ir 843 cm. 


25. Trumpesnioji lygiagretainio įstrižainė statmena į jo kraštinę. Aukštinė, 
nubrėžta iš bukojo kampo viršūnės, dalija ilgesniąją kraštinę į 64 cm ir 
225 cm atkarpas (skaitant nuo smailiojo kampo viršūnės). 
Apskaičiuokite lygiagretainio trumpesniosios kraštinės, aukštinės ir 
trumpesniosios įstrižainės ilgį. 
B C  Duota: BD LBC, ВЕ LCD, CE = 64 cm, 
CD = 225 cm, CD = 289 cm. 
E Rasti: BC, BD, BE. 


4 Sprendimas. 
D А BCD - statusis, (BD L BC), todėl 


ВЕ? =CE-ED, ty. ВЕ = 464-225 =120 cm, 
ВС? -СР.СЕ, ty. BC = 4289-64 =136 cm, 
BD'-CD-ED, ty. BD = 4289-225 = 255 ст. 
Atsakymas. 136 cm, 120 cm, 255 cm. 


. Viena lygiagretainio įstrižainė уга jo aukštinė. Lygiagretainio 


perimetras lygus 50, o gretimų kraštinių skirtumas lygus 1. Raskite šią 


įstrižainę. 
B C Duota: BD L AD, P -50, AB- AD - |. 
Rasti: BD. 
Sprendimas. 


Rombo perimetras P = 2(АВ + AD). 
Pažymime АВ = х. Tada AD = x - 1. 
Išsprendę lygtį 2(x + x —1)= 50, randame, kad x = 13. Vadinasi, 
AB =13 ir Ар = 12.14 stačiojo A ABD , taikydami Pitagoro teorema, 
randame BD: 
BD'-AB'—AD', BD? =1} -12 =(13-12013+12)> 25, ty. BD = 5. 


Atsakymas. 5. 


A D 
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27. Lygiagretainio kraštinės lygios 342 cm ir 7 cm, o kampas tarp jų yra 


135°. Raskite įstrižaines. 


Duota: АВ = 34/2 cm, BC =7cm, ZB = 135°. 
Rasti: AC ir BD. 

Sprendimas. 
Iš А ABC „taikydami kosinusų teoremą, 
randame AC: 


A D 


5 


AC? = AB! + BC? -2AB-BCcos В, cos 135? = cos(909 + 45°) = — sin 459 dI 


с? = (5/2) «T -2.342.7c0s135* 218 «492-2222. 2 = 67 442 =109. 


АС = 4109 ст. 

Lygiagretainio prie vienos kraštinės esančių kampų suma 
ZA+ ZB =180°, todėl ZA = 45°. 

Iš A ABD randame BD: 

BD’ = АВ? + AD! —2 АВ. AD cos A, 

BD? =18+45 -2-342 :7с0545°= 25, BD = 5 ст. 


Atsakymas. 109 іг 5. 


В C Duota: AB = 11 cm, AD = 23 ст, BD: AC = 2:3. 
Rasti: BD ir AC. 


Sprendimas. 
Tarkime, kad viena dalis lygi x cm. 
Tada BD = 2x, о AC = Зх. 
Pritaikome lygiagretainio savybe: 
BD? + АС? =2(AB* + А”), (2х) + (3х) = 2(11° + 23°). 
Išsprendę lygtį 4x? 49x? = 2(121 + 529), randame, kad x = 10. 
Vadinasi, BD = 20 cm, o AC =30 cm. 


A D 


Atsakymas. 20 cm ir 30 cm. 
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29. Lygiagretainio įstrižainės 24 ir 28, o kraštinių ilgių skirtumas 8. Raskite 


kraštines. 
B C Duota: AC = 28, BD = 24, AD — AB =8. 
Rasti: AB, AD. 
Sprendimas. 
A D Pažymime, AB = х. Tada AD = х +8. 


Pritaikome lygiagretainio savybę 
2(4В° + AD')- AC? + BD", 
20° +(х +8)')= 28° +24°, 
2(2x? +16х + 64)= 784 4-576, 
Vadinasi, АВ =14, o AD = 22. 


x! 48x +32 — 340 = 0, 
х? 48x - 308 = 0, 
x 214 (х--22 netinka). 


Atsakymas. 14 ir 22. 


. Lygiagretainio kraštinės J2 ir J5, o smailiojo kampo tarp jų sinusas 


21] 


. Raskite kampų tarp įstrižainių kosinusus. 


B C Duota: AD = J5, AB = A2, ЕШ 
Rasti: соз АОВ іг cosBOC. 
А D Sprendimas. 
Pažymime: АОВ = 2, ZBOC = 9, ZA=a. 
Iš A АОВ, pritaike kosinusų teorema, randame cos% 
2 2 
PE E B AE ia AL. BO BD. 
240. OB 2 2 
I$ A4BD , taikydami kosinusų teoremą, randame BD: 
BD? = AB! + Ар? -24B · Арсоѕа, 
Kadangi sin“ а + cos! а =1,tai cos! а = 1-— sin? a. 
2 
Vadinasi, cos? e =1— 3/0 -1 ea t. Tada cosa - 08 
10 10 10 Ji0 
Kadangi а < 90°, tai соға = 75 (smailiojo kampo kosinusas уга 


teigiamas). 
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= (2) + (5) -2 M2 JS т = 2+5-2= 5. Vadinasi, 
45 


BD = 45,0 во= TAIN 


Taikydami жле, savybę, randame kitą įstrižainę AC: 
АС? + BD? =2(AB* + ВС"), AC? =2(AB* + BC?)- BD", 


C? =2(5+2)-5=9, АС -=3. Tada AO = £, ty. 40 - 3. 


0. 
Taigi "EVER NS Уз _ УЗ 
25.3 35 235 Б 4545 5 


I$ А ВОС randame cosg : 


9 5 
BO? 2 pe —+—-5 
jg uH RD si б 
2. BO. OC Л J5 3 5 
2 2 


Atsakymas. $ ir а 


31. Lygiagretainio aukštinės 8 ir 12, о kampas tarp kraštinių lygus 60°. 


Raskite plotą. 


Duota: BE = 8, BF =12, ZA = 60°. 
C Rasti: S. 
Sprendimas. 
А Lygiagretainio plotui skaičiuoti taikome 
E D formulę S = AB. AD- зіп A. 
Iš stačiojo A AEB randame AB: 
йә EE is aka ЛЫН, 
sin A sin 60? 3 
Iš А ВЕС randame BC: 


BF 12 
BC -——, ВС = = 843. 
sinC sin 609 з 


Lygiagretainio plotas $ =—— ies -843 sin 609 = 64.3. 


Atsakymas. 6445. 
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32. Lygiagretainio kraštinės 18 ir 30, o trumpesnioji aukštinė 6. Raskite 


kitą aukštinę ir plotą. 


Duota: AB =18, AD = 30, ВЕ = 6. 


В, C Rasti: BF, S. 
Sprendimas. 
F S = AD: BE, S -30-6-180. 


5-ВЕ.Ср, ВЕ--5- ВЕ -180 10 
CD 18 


Atsakymas. 10 ir 180. 


33. Lygiagretainio perimetras lygus 20, o kampas tarp kraštinių 30°. 
Raskite lygiagretainio aukštines, jei jo plotas lygus 12. 


Duota: P =20, /А-309, 8-12. 


B C Rasti: BE ir BF. 
(А Sprendimas. 
4 i ^ P = (AB + AD), AB + AD =10. Pažymime 


AB = x. Tada AD =10- x. Kadangi plotas 
$ = AB: ADsin А, tai gauname lygtį: x(10 — x)sin 30° =12, 
х? -10х+24=0, x, =6 ir x, - 4. Vadinasi, AD=4,0 AB=6. 


Iš ploto formulės S = AD- BE, randame BE — ВЕ = 2 3. Kitą 


aukštinę galima rasti i$ А ВЕС: BF = BCsinC, BF = 2. 
Atsakymas. 3 ir 2. 


2 


34. Lygiagretainio plotas 150 cm“, o kraštinės ir į ją išvestos aukštinės 


santykis 3 : 2. Raskite kraštines, jei kampas tarp ju 45°. 


B С Duota: AD: BE-3:2, 5 «150 ст’, ZA = 45°. 
Rasti: AB ir AD. 
F Sprendimas. 
A E D Sakykime, kad 1 dalis yra x cm. 


Tada AD = 3х, о BE = 2x. 
Kadangi S = AD - BE, tai 3x-2x «150, бх? =150, х? = 25, х= 5. 
Vadinasi, AD = 15 cm, о BE = 10 ст. 
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Kadangi, AD = BC, tai i$ А BFC randame BF: 


1542 


BF-BCsinC, ВЕ -155іп459- Е ст 
Iš lygiagretainio ploto formulės S = СР. BF randame atkarpos CD ilgį: 


CD= 2 CD -1042 cm. 


Atsakymas. 15 cm ir 104/2 cm. 


35. Lygiagretainio krastinés 10 ir 17, o viena istriZainé lygi 21. Raskite kita 


įstrižainę ir lygiagretainio plotą. 
Duota: АВ =10, AD =17, AC=21. 
Rasti: AC ir S. 
Sprendimas. 
А D Remdamiesi lygiagretainio istriZainiu savybe 
randame įstrižainę BD: 
AC? + BD? =2(AB* + AD^), arba BD? = 2(АВ? + AD*)- АСТ, ty. 


BD? = 20100 + 289) - 441 =337. Taigi BD = 4337. 


Rombo ABCD plotą galima rasti keliais būdais. 


1 būdas. 
Kadangi Seco = 25, с, tai, pritaikę Herono formulę, galima rasti 


A ABC plotą: 


5, = [p(p - ABXp - BCYp - АС), рамы, а, 
S sc = У24-14-7-3 =84, S sn = 2:84 =168. 


2 büdas. 
Kadangi S= AB. Ар ѕіп A, tai i$ А ABD, taikydami kosinusų 


teoremą, randame соѕ4: BD = АВ? + Ар? - 2АВ · AD - cos A, 


АВ? + AD! — BD? 13 
cos А =——  — m, созА---. 
2. AB. AD 85 


Taikydami pagrindinę trigonometrine tapatybę sin? 44 cos! А =1, 
randame sinA: 
84 


sin? A = 1-— cos! A, sin A= 31, Vadinasi, $710.17. =168. 
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3 büdas. 
1 ; 
Plotą galima apskaičiuoti pagal formule S = 2 AC -BD sin AOB. 


Pažymime: ZAOB = a. 
Iš A AOB , taikydami kosinusų teoremą, randame cosa: 


AB? = АО? + ВО? -2A0 BO cos a, 


? ? _ AB? 4337 
aran nu os Kadangi dp ВО- ,nes 
2. AO. BO 2 
istriZainés dalija viena kita pusiau, tai 
ud + 22 —100 9 
cos = = —. Randame sina 
2 21 4337 337 
2 2 
81 256 


- „2 2 B 2 2 =" sss 
sin’ a +cos’ a = 1, sina-1-cos а, sin а =] -—— = —, 
337 337 


„Kadangi а < 90°, tai sina = Jar 
337 


E EA 
4337 

Tada s= 1. 4537 ар = 168 
2 4337 | 


Atsakymas. 168. 


. Į lygiašonį trikampį, kurio kraštinių ilgiai 15, 15 ir 18, įbrėžtas 
lygiagretainis taip, kad trikampio ir lygiagretainio kampas prie pagrindo 
bendras. Viena lygiagretainio kraštinė x. 


24 
a) Parodykite, kad lygiagretainio plotas S = 5,65 - x) 


b) Raskite lygiagretainio kraštinių ilgius, kai plotas didžiausias. 
c) Apskaičiuokite lygiagretainio didžiausią plotą. 


B Duota: АВ = BC =15, АС =18, AD = x. 


Sprendimas. 
D E а) Pažymime AD = х. Tada BD =15 – x. 
А DBE - A ABC (panašumo požymis 
pagal du kampus, nes ZB — bendras 
4 kampas, <A= ZBDE - atitinkamieji 
G Е kampai, AC || DE ). 
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Vadinasi, An BE 15-х DE DE = 18(15 – 18(15 х) _ 88 - 9015-х) 


46 15 1” 15 


Iš stačiojoA АВЕ, taikydami Pitagoro teoremą, ie BF: 


ВЕ? = AB! - AF’, BF! «15! –9° =225 -81=144, BF =12. 


А ADG ~ ^ АВЕ (panašumas pagal du kampus, nes ZA - bendras 


kampas ir ZAGD = ZAFB = 90? ). 
Saliu, 20.208 ања БО |, pas. Ex 3 
AB ВЕ 15 12 15 5 


Lygiagretainio plotas apskaičiuojamas taikant formule: 
S= AF - DG, AF = DE. 


2 
Sudarome ploto funkciją S(x)= 6(5-х) „4х _ 24(15x d ) 


5 5 25 
b) Randame funkcijos S(x) išvestinę: S'(x)= 210 - 2x). 
Randame Me S(x) kritinius taškus: 
S'(x)= 0, =. Z iige 2x)=0, 15-2x 20, x=7,5. 
Kritinis taškas priklauso intervalui (0; 15). E 
BUE CA e Р 
0 7,5 I5 x 
Nustatome funkcijos S(x) išvestinės ženklą kiekviename intervale, 
pasirinkdami skaičius iš šių intervalų: 


kai x=1, tai S'(1)= = en 


—, ty. S'(1)» 0, 
22 vy s() 
, 24 , 
kai x=8, tai S'(8)- 24 2, 05-19--25. ty. S'(8)« 0. 
Vadinasi x = 7,5 уга M taškas ir funkcija tame taške įgyja 
didžiausią reikšmę: 
58(7,5)- 24:75:75 34, 
25 
Sna = 54, kai х, = 7,5. 


Vadinasi, lygiagretainis turi didžiausią plotą, kai viena jo kraštinė 


AD - 75, okia AF = 72 = 9. 


с) Lygiagretainio didžiausias plotas S... = 
Atsakymas. b) 7,5 ir 9; c) 54. 
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Duota: AC = 465, BD = 47, Р-18. 
Rasti: S. 


Sprendimas. 
P D P - 2(AB + AD), 
2(AB* + AD')- AC? БІ, 
Pažymime AB = x, AD = y. 


"Wt х+у=9, 

Sudarome lygéiu sistema: b tp) " 
Ją išsprendę gauname: kai y, — 5, tai x, — 4 ir, kai y, —4, tai x, =5. 
Vadinasi, АВ = 4, o AD = 5. Tada S = АВ. AD sin А. 
Iš А ABD, taikydami kosinusų teorema, randame cosA: 
BD? = AB! + Ар? -2- АВ. AD -cos A, 
cog 2 14D-BD cos А = Hur ies uu Ao 

2-AB-AD | 2.4.5 5 


9 16 
sin? A+ cos? A=1, sin A-1-— cos! A, sin?  А-1--- 


25 25 


I 

| 
š. 
I 
| 


қ өмі 4 
Apskaičiuojame lygiagretainio plotą S =4-5 uw 16. 


Atsakymas. 16. 


B, C Duota: ВЕ =3, АВ = С” = 5, BC =10. 
Rasti: AD. 
Sprendimas. 
A E F D Išstačiojo А AEB remdamiesi Pitagoro 
teorema randame AE: 


AE! = АВ? - BE’, AE! - 5! -3! =16, AE - 4. 
Tada AD = EF + АЕ + FD. Bet АЕ = FD, todėl AD = BC +2AE, 
arba AD=10+2-4=18. 
Atsakymas. 18. 
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39. Stačiosios trapecijos pagrindai 18 іг 26. Raskite trapecijos perimetrą, 


kai jos įstrižainė statmena šoninei kraštinei. 


Duota: AC LCD, BC =18, AD=26. 
Rasti: P. 
Sprendimas. 
P = АВ + ВС +CD + AD. Randame ED: 
E D ED=AD-AE, (АЕ =BC),ED=26-18=8. 


Trikampis ACD yra statusis, o CE — aukštinė, išvesta iš stačiojo kampo 
viršūnės. Vadinasi, galime taikyti geometrinio vidurkio formules: 


CE =JAE-ED, ty. CE = 418.8 =12. 

CD = ЧЕР. AD, ty. CD = 48-26 = 4413. 

Taigi АВ = СЕ =12, ВС =18, CD = 4413, AD =26 ir trapecijos 
perimetras Р =12 +18 +413 +26 = 56+ 443 -4(4--/3) 


Atsakymas. 4(4 +B ) 


A 


40. Trapecijos pagrindai 5 ir 30, о šoninės kraštinės 15 іг 20. Raskite 


trapecijos aukštinę. 


eit Duota: BC = 5, AD = 30, AB -15, CD = 20. 
Rasti: BE. 
p E Sprendimas. 
Pažymime: AE = x. 
30 Kadangi FD = AD- AE — EF ir 


EF = ВС „tai FD=30-x-5=25-x. 
I$ A AEB išreiškiame BE: ВЕ? = AB! — AE“. 
Iš А СЕР išreiškiame CF: CF? = CD! - FD". 
Kadangi ВЕ = СЕ іг ВЕ? = CF^,tai sulyginę paskutiniųjų dviejų 
lygybiu dešiniąsias puses, gauname lygybę: 
АВ? - AE! = Ср? - FD", arba 
225- х? = 400 — (25 – x). Išsprendę šią lygtį randame, kad x = 9. 
Vadinasi, AE =9, o ВЕ? = 225 -81=144, BE =12. 
Atsakymas. 12. 
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41. Lygiašonės trapecijos pagrindai 10 cm ir 4 cm, o kampas prie didžiojo 
pagrindo lygus 45°. Raskite trapecijos šonines kraštines ir aukštinę. 


B C Duota: BC =4, AD =10, ZA = 45°. 
Rasti: AB. 
Sprendimas. 
AE F Р Kadangi A AEB = A DFC, tai AE = FD. 
ag MENU ¿p 1 aim, 
2 2 
Iš A ЛЕР алайына Ай Apa Ë amu ан. 
cos А cos 45? 


Kadangi ZA = ZABE = 45°, todėl A AEB - lygiašonis іг AE = BE, 
ty. BE -3cm. 


Atsakymas. 342. cm, 3cm. 


42. Lygiašonės trapecijos šoninė kraštinė lygi 48 ст, o įstrižainė vidurinę 
liniją dalija į 11 cm ir 35 cm ilgio atkarpas. Raskite trapecijos kampus. 


B C Duota: AB = CD = 48cm, MO =11 cm, 


dd Rasti: bh E m 
D 


Sprendimas. 
ZA- ZD ir ZB = 2С, nes trapecija ABCD - lygiašonė. 
ZA * ZB =180°, nes kampai A ir B уга vienašaliai. 
MN - trapecijos vidurinė linija. Ji lygi trapecijos pagrindų sumos pusei. 
MO - А ABC vidurinė linija, ON — A ACD vidurinė linija. 


MN=— = ——+———, MN=MO+0N. 


Iš A AEB = ore. E адде 21 vangys ZB = 120°. 
АВ 48 2 


Atsakymas. 60? ir 120°. 
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A 
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43. Lygiašonės trapecijos įstrižainių susikirtimo taškas dalija įstrižainę 


santykiu 1 : 2. Raskite trapecijos perimetrą, jei jos šoninė kraštinė lygi 
5, o aukštinė — 3. 


Duota: 40: OC -2:1, АВ = 5, ВЕ =3. 

Rasti: P. 
Sprendimas. 

ZAOD - ZCOB, nes kampai AOD ir COB yra 
kryžminiai. ZOAD = ZOCB, nes kampai ОАР 
ir OCB yra priešiniai. Vadinasi, 

А AOD ~ А СОВ (trikampių panašumo 
poZymis pagal du kampus). Tada teisinga 


Iš stačiojo A AEB , taikydami Pitagoro teoremą, randame AE: 
АЕ? = АВ? – BE’, AE*=25-9=16, АЕ = 4. 


Pažymime ВС = x. Tada AD = BC +2AE, ty. AD = x+8. 
#б 1 x 1 


ш--, ш--, 2х=х+8, х-8. Tada ВС -8, o AD -16. 
AD 2 х+8 2 
Р-2АВ-Ар-ВС, P=2-5+16+8=34. Taigi Р = 34. 


Atsakymas. 34. 


B C Duota: АВ = CD z 13cm, BC - 10cm, 
AD = 20 cm. 
Rasti: S. 
E F D Sprendimas. 


Iš stačiojo A ABE , taikydami Pitagoro teorema, randame BE: 
ВЕ? = АВ? — АЕ?. Kadangi АЕ = 2 = 


2 , 
Ly. а= 2020.5 т, tai BE“ = 169 — 25 «144, ty. ВЕ = 12 ст. 
Тада 5 2 pg, ty. s= 9725.12 - 180 em. 


Atsakymas. 180 cm“. 


45. Lygiašonės trapecijos šoninių kraštinių tęsiniai susikerta stačiu kampu. 


Raskite ilgąjį pagrindą, jei jos mažesnysis pagrindas lygus 4, o 


aukštinė 2. 
0) Duota: BC -4, ВЕ-2, АО1ОР. 
Rasti: AD. 
В с Sprendimas. 


ZA — bendras kampas. 
ZAEB = “АЕО = 90°, 


A D nes BE ir OF aukštinės. A ABE ~ ^ AOF 


E F G 

(trikampių panašumo požymis pagal du kampus), todėl AE „АВ 55 
Sakykime, kad 

GD=AE=x, о EG=BC=4,tai 


AF АО OF. 
AD=AE+EG+GD ir 


AD=4+2x. Tada зе ы, 


AE-x.  Kadangi 


2 
AF -2-х, nes OF — pusiaukrastine, AF=FO=2+x, nes А AFO 
lygiakraštis. ^ БЕ, х= 2. Майіпаѕі, АЕ = 2, о AD = 8. 
x+2 х+2 
Atsakymas. 8. 


46. Trapecijos pagrindai lygüs 6 cm ir 9 cm. Šoninės kraštinės, kurių ilgiai 


yra 4 cm ir 5 cm, pratęstos, kol susikirs. Raskite atstumus nuo 
susikirtimo taško iki mažesniojo pagrindo galų. 


E Duota: AD = 9 cm, BC = 6 cm, AB = 4 cm, 
CD = 5 cm. 
Rasti: EB ir EC. 
Sprendimas. 
ZE yra bendras kampas abiem trikampiams, o 
A D “ЕАР = ZEBC, nes atitinkamieji kampai, 
todél A BEC — A AED (trikampiu panašumo poZymis pagal du kampus). 


қылы 1e а О а ka n ШЕ 

BC BE EC BC 6 2 
Pažymime EB = x, EC = у. Tada AE = х+4, о ED = у+5. 
Г: Жа ; (nee. 3x = 2(x +4), х-8ст, ВЕ-8ст. 
ВЕ 2 
ЖЮ p 43.3 зуу), у-10ет, KC 10cm. 
EC y 2 


Atsakymas. 8 cm ir 10 cm. 


131 


47. Lygiašonės trapecijos šoninės kraštinės ir vienas pagrindas lygus 8 ст. 
Raskite trapecijos plotą, jei vienas jos kampas lygus 60°. 


B C Duota: AB = BC = CD =8 cm, ZA = ZD = 60°. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 

A E F D 
Iš А AEB randame ВЕ ir AE: 
BE = AB -sin А, су. BE =8-sin 60° = 44/3 cm ir 
AE = ABcos A, t.y. AE = 8cos 60° = 4 cm. 
Kadangi AE = FD ir BC = EF, tai AD =2AE + BC, AD =16 cm. 


5- ЕАС. pg, ty. 5- 161 4S3 = 4845 om. 


Atsakymas. 4845. cm“. 


48. Lygiašonės trapecijos plotas 276 cm?. Raskite šoninę kraštinę, jei 


pagrindai lygūs 18 cm ir 28 cm. 


B C Duota: 5 = 276 cm^, BC =18 cm, AD = 28 cm. 
Rasti: AB. 
y д. 2 D Бөкенші 
Kadangi trapecijos plotas 
geh ТАР iib шкі pu Ma ЖОЛ. зы 
2 BC + AD 
Ag. 22-86, ty. АЕ = 24-18 = 5 ст. 


I$ stačiojo A AEB , taikydami Pitagoro teorema, randame AB: 
АВ? = АЕ? + ВЕ, АВ! =144+25 =169, АВ - 13cm. 
Atsakymas. 13 cm“. 


49. Lygiašonės trapecijos pagrindai lygūs 14 ir 26, o šoninės kraštinės ir 


aukštinės santykis 5 : 4. Raskite plotą. 


Duota: BC =14, AD = 26, AB: BE=5:4. 
Rasti: S. 
A E F D 
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Sprendimas. 


Trapecijos plotas S «Жетен ре Rasime trapecijos aukštinę ВЕ. 
as AD — BC 
Pirmiausia apskaičiuosime atkarpos AE ilgį: AE = = 
-14 
ty. АЕ- =. : = 6. 


Tarkime, kad viena dalis yra x. Tada АВ -5х, о BE = 4x. 
Stačiajam A AEB pritaikome Pitagoro teoremą ir randame x: 


АВ? = AE! + BE", (sx) =6 +(4х), x=2. 
Vadinasi, АВ-5-2-10, о BE=4-2=8. 
LY mE е 


Tada trapecijos plotas 5 = 
Atsakymas. 160. 


. Lygiašonės trapecijos vidurinė linija 10, o jos įstrižainės susikerta 
stačiuoju kampu. Raskite trapecijos plotą. 
Duota: AB = CD, MN =10, AC 1 BD. 
B С Rasti: S. 
Sprendimas. 
M, N S= MN -BE arba S = BE". 
А AOD - lygiašonis, ОҒ- A AOD aukštinė, 
A E F G D pusiaukampinė ir pusiaukraštinė, 
todėl А ОЕР - lygiašonis. ZODF = 45°. 
A BED - lygiašonis, nes ZEBD = ZBDE = 45°, todėl ВЕ = ED. 
AD+BC 
S a 
Pažymime ВС = х. Tada AD = 2ММ - BC, АР = 20 – х. 
AD -BC 
2 


MN = 


Kadangi ED = AD — AE ir AE = , (nes ВС- EG), 


tai Ag - 2027-8 210-5, o ED - 20 - x - (10 - x) - 10. 


Vadinasi, BE — 10. Randame trapecijos plota: 


5-10" «100. 
Atsakymas. 100. 


133 


51. Lygiašonės trapecijos vidurinė linija lygi 10, o vienas pagrindas 8. 
Raskite įstrižainę ir plotą, jei kampo prie didesniojo pagrindo tangentas 


J21 
lygus EX Р 


В С Duota: MN = 10, Bc -& =L 
M. N Rasti: BD ir S. 
Sprendimas 
dE. F 


Trapecijos plotas S = MN - BE. 
Pažymime AE = х. Tada AD -8--2х. 
ADB 8+2х+8 od ы 

2 2 
Vadinasi, AE = 2, о AD =12. 


MN = 


Iš А AEB randame BE = AE - (gA, вк -2.32. [gi S «10421. 


Iš A ABD randame BD! = AB! + Ар? -2AB-ADcos А, АВ = 6 
cos 
Kadangi 1+ 1/04 = „tai cos? А = ? 
4 ы cos? A 1^ 1g! A 
1 1 4 2 Quer 
COS А = ———--——, соз А=—. Vadinasi, AB = — = 5. Tada 
21 25 5 


1+ 


al | M 


BD’ = 5° £12 -2-5-.12.2 =169-48=121, ty. BD =11. 


Atsakymas. 11 ir 10421. 


52. Trikampyje, kurio pagrindo ilgis 22, nubrėžta atkarpa, lygiagreti 
pagrindui. Gautos trapecijos plotas lygus 75 Yo viso trikampio ploto. 
Raskite nubrėžtos atkarpos ilgį. 


Duota: АС = 22, EF || AC, S, „= 0,758, „г. 
Rasti: EF. 
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Sprendimas. 


1 " 
Se = 4C- BM, Su = — —— EK. 


Pažymime EF = х, EK =h, BM = Rh. 
А АВМ ~ А AEK, A СВМ ~ А ЕВО 
(trikampių panašumo požymis pagal du 


a K C kampus), todėl A ABC ~ A EBF. 
22 
қанаты c 0) 
EF ЕК x h 
қ 3 , x+22, 3 9204 
Kadangi 5,,- 3 Sw tai A 2(x +22)h = 33h, 
(к +22)=33- Ж. 
Į šią lygtį istate А išraišką iš (1) lygybės, gauname lygtį 


Messi) 222, arba x'+22x-363=0. 
x 
Išsprendę kvadratinę lygtį x^--22x – 363 = 0, randame, kad х-11 
(x =—33 netinka). Vadinasi, EF =11. 
Atsakymas. 11. 


53. Raskite trapecijos plotą, jei lygiagrečios kraštinės lygios 20 ir 60, o 


nelygiagrečios — 13 ir 37. 
Duota: ВС = 20, AD = 60, AB «13, CD = 37. 


B, C Rasti: S. 
Sprendimas. 
n T к АВЕС em S — 40- CE. 
FG E 
1 büdas. 


СС |, АВ, GD = AD — BC, GD = 40, СС = AB. 
Trikampio CGD plotą galima apskaičiuoti taikant Herono formulę: 


Suo = Jp(p-aXp -bXp-c), р-45, S, = V45-5-8-32 = 240. 


1 | 25 2.240 
Kadangi S. = CE -GD ai CE = быт фу CEST a, 
adangi Saco = 2 ; anc 40 


, 


Todėl trapecijos plotas 8 — 40.12 = 480. 


2 būdas. 
Trikampiams A GCE ir ACED galima pritaikyti Pitagoro teorema 
CE! = СС? - GE! ir CE! = Ср? — Ер’. 
Pažymime GE = x. Tada ED = 40 — x. Sulyginame gautas išraiškas: 
СС? - GE? = CD! — Ер", 
169- x° -1369-(40-х), х-5. 
Randame СЕ: 
СЕ? =13° -5° =144, СЕ =12. Vadinasi, S = 40-12 = 480. 
3 büdas. 
Pažymime AF = x, BF = y. Tada ЕР = AD — AF — FE, ED=40- y. 
Iš A АВЕ: AF! + BF! = AB", ої А СЕР: CE! + ED! = Ср’. 
x! + y! «137, 
(40- y) «x! 237. 
Ja išsprendę, randame, kad x = 5 ir y = 12. 
4 būdas. 


Trapecijos plota galima rasti pagal formule: 


Sudarome lygčių sistema: | 


-—Ь\р-Ь-4\р-Ь-—с), kur a» b — pagrindai, о 


c ir d — šoninės kraštinės. 


40 4- 20 
8-- Ұ(65 – 60X65 -20)65-20-13)65-2 - j= 
40-20 doi 


Ж 245.45.32.8 - 480, čia p 02091210765 


Atsakymas. 480. 


54. Apie apskritimą apibrėžtos lygiašonės trapecijos pagrindai yra 36 ir 


100. Raskite apskritimo spindulį. 


Duota: BC =36, AD = 100, АВ = CD. 
Rasti: r. 

Sprendimas. 
Apie apskritimą apibrėžto keturkampio 


priešingų kraštinių ilgių sumos lygios, t.y. 
АВ + СР = AD + ВС. 


+В 
Kadangi АВ = CD, tai 2АВ = AD + BC, arba Ap - 20386, 
AB — 68. 


Iš stačiojo А CKD , taikydami Pitagoro teorema, randame СК: 
СК? = CD° — KD’. 


ty. 


Bet KD - = (4D -BC), ty. KD = 5 (100-39)- 32. 
Vadinasi, CK? = 68? – 32? = (68 — 3268 + 32) = 36-100, 
ty. CK = 436-100 = 60. Taigi CK = 60. 
Tada įbrėžto apskritimo spindulys r = ick „ty r=30. 
Atsakymas. 30. 


55. Trapecijos pagrindų skirtumas lygus 14, o šoninės kraštinės — 13 ir 15. Į 
šią trapecija galima įbrėžti apskritimą. Raskite apskritimo spindulį. 


B C Duota: AD — ВС = 14, AB =13, CD =15. 
J Rasti: r. 
Í Sprendimas. 
à AM + ND = AD ~ BC, nes BC = ММ. 
A E N D Vadinasi, AM + ND =14. 


Pažymime, AM = x. 
Tada ND -14-х, o BM = CN =h, čia h — trapecijos aukštinė. 


Iš stačiojo A АВМ randame, kad ВМ? = АВ? — АМ” (1). 
Iš stačiojo А CND randame, kad СМ = CD? - МО? (2) 
Sulyginame dešiniąsias (1) ir (2) lygybių puses ir gauname lygybę: 
АВ? - AM? = CD' – ND", афа 13! - x! =157 - (I4 - х). 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad x = 5. 
Vadinasi, AM =5. Tada BM? -169-25-144, ty. BM =12. 
де : 1 
Į trapeciją įbrėžto apskritimo spindulys r = > M „ Бу =6: 
Atsakymas. 6. 
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56. Į stačiąją trapeciją įbrėžto apskritimo centras nutolęs nuo šoninės 
kraštinės galų atstumais lygiais 3 ir 4. Raskite trapecijos plotą. 
Duota: OC =3, OD=4. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
ZC + ZD =180°. 
Kadangi OC ir OD yra atitinkamai kampu C 
ir D pusiaukampinės, tai 
ZC -2ZOCE ir ZD -2ZODE. 
Vadinasi “ОСЕ + ZODE = 90°. Taigi А COD - statusis. 
"Em OC.OD Ср-ОЕ 
T 2 2 
12 

todėl OE = —————, ty. OE = — = 244. 

CD 5 


, 


OC. OD 


Bet OE =r, KP = 2r, todėl KP = 48 (r — i trapeciją įbrėžto apskritimo 
spindulys). 

Trapecija ABCD yra apibrėžta apie apskritimą, todėl jos priešingų 
kraštinių ilgių sumos lygios, ty. AB + CD = BC + AD. 

Iš stačiojo A COD randame CD: 

СР? = ОС? +0D*, Ср? = 4 +3 = 25, CD=5. 

Kadangi 4B = КР = 4,8, tai ВС + Ар = 48+5 =9,8. 

Vadinasi, BC + AD = 98. Apskaičiuojame trapecijos plotą: 


BC + AD 98-48 
2 


ба LKP ty. S= = 23,52. 


Atsakymas. 23,52. 


. Į stačiąją trapeciją, kurios pagrindai yra 4 cm ir 2 cm ilgio, įbrėžtas 
apskritimas. Apskaičiuokite įbrėžto apskritimo spindulį. 


B C Duota: BC = 2 cm, AD = 4 cm. 
Rasti: r. 
Sprendimas. 
Pažymėkime: OF = r, CE =h, CD =a, h = 2r. 
Trapecija ABCD yra apibrëšta apie apskritima, 
A F E D todėl jos priešingų kraštinių ilgių sumos lygios, 
ty. ВС + AD = AB + CD. 
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Kadangi АВ = CE, tai АВ —2r. Vadinasi, 2r +a = 6, a=6- 2r. 

Iš stačiojo A CED , taikydami Pitagoro teoremą, randame: 

CD? = СЕ? + ED’. 

Kadangi ED = AD — BC, ty. ED=4-2=2cm, СЕ = AB=2r, 
tai gauname lygybę a° = (27) +22, arba а? -4ғ +4. 

Bet a= 6 — 2r, todėl (6-27) = 4° +4, arba 24:7 = 32. 


1 
Išsprendę šią lygtį, randame, kad r = 1— ст. 
оо 3 Atsakymas. ilem. 


58. Lygiašonės trapecijos pagrindai lygūs 40 cm ir 48 cm, о aukštinė 8 cm. 
Raskite apie tą trapeciją apibrėžto apskritimo spindulį, kai apskritimo 
centras yra šalia trapecijos. 


Duota: AD = 48 cm, BC = 40 cm, BE = 8 ст. 
Rasti: R. 

Sprendimas. 

1 büdas. 

Per apibrėžto apskritimo centrą O i$veskime 
tiesę MK, lygiagrečią trapecijos aukštinei BE ir 
kertančią apskritimą taškuose M ir K. 
Pastebėkime, kad BE = NS =8 cm. 

Pažymėkime, MN =x, o SK = y. 

Remdamiesi susikertančių apskritimo stygų savybe, sudarome lygčių 
sistemą: 

I = BN : NC, 


SK -SM = AS SD. 

Kadangi МК = у+8, SM=x+8, о  BN-NC-20cm ir 

AS = SD = 24 ст, tai, įstatę šias išraiškas į sistemą, gauname: 

x(»+8)=20-20, . xy +8x = 400, 

kar Š s 

Pirmąją lygtį padaugine iš (-1) ir pridéje prie antrosios, gauname: 
8y-8x=176, 

г +8x = 400. 
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Išreiškę y i$ pirmosios lygties (у= 22 + x) ir įstatę į antrąją lygtį, 
gauname lygtį: 8x + x(22 + x) = 400. 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad x 210 (x = — 40 netinka). 
Tada y=22+10=32. 
Kadangi 2R=MN + NS + К, arba 2R=x+8+y, tai 2R=50, 
R = 25 cm. 
2 büdas. 
Apibrėžto apskritimo spindulį galime rasti taikydami formulę 


= ab * cd ас + bd Nad + bc), kur S — trapecijos plotas, o a, b, c, d — 


trapecijos krastinés. 
Randame trapecijos plota: 
S „PAB вр, ty. $= € -8 2352 ст. 


Kadangi АЕ- * D -ВС) AE =4cm, tai iš A AEB, taikydami 
Pitagoro teoremą, randame AB: 
АВ? = AE! + BE", АВ? =64+16 =80, АВ = 44 5. 


Vadinasi, 
1 445 -8842000 
g&= š 40) 
1 "(80 +48 s0Ja 5(48 + о) = B 2 


Atsakymas. 25 cm. 


59. Lygiašonės trapecijos šoninė kraštinė lygi jos trumpesniajam pagrindui. 


Koks turi būti kampas prie ilgesniojo pagrindo, kad trapecijos plotas 
būtų didžiausias? 


Duota: AB = ВС = Ср =a, 5 = S... 


В, С Rasti: ZA. 
Sprendimas. 
Pažymėkime ZA = x, AE = b ir ВЕ = h. 
E F D Iš A ДЕВ randame: BE = АВ зіл A, ty. 
h=asinx ir AE = ABcos A, ty. b = a cos x. 
Kadangi AD = 24Е + BC, tai AD = 2acos x +a = a(2cos x +1). 
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Trapecijos plotas S = = (ap +BC)- BE 

Sudarome funkcija S(x): 

S(x)= aeos * 1)+ а). аѕіпх = 54 (cos x+ 2)sin x= 
= a' (cos x + 1)sin x. 

Randame funkcijos S(x) isvestine: 

S'(x) = a? ((cos x +1) sin x + (cos x + 1 sin x)) = 

= a*(cos x(cos x + 1)— sin" x)- a? (cos? x зіп? x + cos x)= 

= a' (cos 2x + cos x). 


Randame kritinius taškus ( S'(x) = 0, a — konstanta): 
cos 2x + cos x = 0, 


den aos ^ =0, 
2 2 


ок BS ; arba cos% = 0, 
2 2 
жол. £m us 
27 72 27242 
xD nez. х=п+27п, neZ. 


Kadangi, x € (o 5) todėl iš šių sprendinių tik šaknis x = A priklauso 
šiam intervalui. [rodysime, kad x -= yra maksimumo taškas. Pasirenkame 


reikšmes iš intervalų (o: Jr Ë z) ir nustatome funkcijos S(x) 


3 2 
išvestinės ženklus šiuose intervaluose. max 
0 z moo 
3 2 


Kai х- tai S T | аң соз] ка | 
6 6 6 6 
2 
= a+ 5) t.y. s(£) > 0. 
2 6 
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Kai ga i 5 S = а’ cos 2.2® тебу” = 
12 12 12 12 


Vadinasi, kai kampas 1уриз 60°, tai trapecijos plotas уга didZiausias. 
Atsakymas. 60“. 


„Į spindulio R apskritimą įbrėžta trapecija, kurios pagrindas 
pusapskritimio skersmuo. Koks turi būti trapecijos mažesnysis 
pagrindas, kad jos plotas būtų didžiausias? 


Duota: AD = 2R, 5 = S... 


p С Rasti: ВС. 
Sprendimas. 
x 
Pažymime BC = x. Tada OE = —. 
A "USE mE bay 2 
I$ А COE pagal Pitagoro teorema randame СЕ: 
xY x° x? 
CE! = ОС? - ОЕ?, C = В? -| 2|, СЕ? = В ——, CE=.|R°-—. 
2 4 4 
Trapecijos plotas S - „(ар + BC)- CE. 
2 
Sudarome ploto funkcija S(x)= — AS s kai x e (0; 2R). 
Randame funkcijos S(x) išvestinę: 
2 
2R+x x 2В-жх х? | R ZA 
5'(х)= R -— R -— |= + 
өн fe е 
x 
2À3x 3 _VA4R -x  xQR«x) (am-x)-28-x _ 
2 5 вх 4 444R! - x 444R! - х? 
4 
_ AR! - 2x! —2Rx 
AJAR! — х? 
142 


Randame funkcijos S(x) kritinius taškus: 
‚ 4R'-2x!C2Rx || 
S'(x)-0, ty. aeta cm 
МАК? х? +0, AR'-x'0, xX AR, x442R. 
x! + Rx - 2R! = 0, 
D=R'+8R'=9R',  4D-3R. 
-R+3R 


х= ЫБ. х -—2R (netinka), х, = R. 


Įrodysime, kad х = yra maksimumo taškas intervale (o; 2R). 
Nustatome funkcijos S(x) išvestinės ženklą intervaluose (0; R) ir (R; 2R). 
Tuo tikslu pasirenkame x reikšmes iš šių intervalų. 


R 
2 
а TR ды 


Kai х=”, tai ЗЕ - ЭА ty. 
ajar E 


482 -2.—— -2R.— 
Kai ye od 5 3R o Ad ABS, is 
2 2 9R? 4 
ааа ——— 
4 
ғ (25) «о 
2 


Pažymime S'(x) ženklus kritinio taško x = R aplinkoje: 


0 R 2R x 


Kadangi išvestinė S'(x) kritinio taško x = R aplinkoje keičia ženklą iš 
pliuso į minusą, tai taškas x = R yra maksimumo taškas. Vadinasi, ploto 
funkcija S(x) įgyja didžiausią reikšmę, kai x = R. Vadinasi, trapecijos 
mažesnysis pagrindas turi būti lygus apskritimo spinduliui R. 

Atsakymas. R. 
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61. Kreiviné trapecija apribota kreive у= х? +1, x e[1;2] ir tiesių x - 1, 


x-2, y=0 atkarpomis. Kokiame kreivės у= х? +1 taške reikia 
nubrėžti liestinę, kad ji nuo duotosios kreivinės trapecijos atkirstų 
didžiausio ploto įprastą trapeciją? Raskite šio taško koordinates ir 
trapecijos didžiausią plotą. 


Sprendimas. 


Sakykime, ieškomojo taško abscisė lygi /. Tada šio taško ordinatė yra 
(P +1). 

Užrašysime kreivės y-x^-1 liestinės taške ( + 1) lygti. 
Prisiminkime, kad funkcijos y = f(x) grafiko liestinės taške (x, ; y,) lygtis 
yra y- у, = f'(x) (xx); čia y, = Ға). 

Mūsų atveju х, =t, y, =" +1, f '(x,)- 2t , todél liestinés lygtis yra 
y- (e + 1)= 2i(x—t), arba y= 2tx — t? +1. Rasime šios tiesinės funkcijos 
reikšmes taškuose x, =1 ir x, =2: 

y, 22t-1- à *122t- P) +1, 

у, =21:2-1 +1=41—1 +1. 

Pastebėkime, kad y, > 0 ir y, >0, kai te [ ; 2] 

Atkirstos trapecijos plotas S = 23 -h . Čia А — trapecijos aukštinė. 

Bet y, =21-1 +1, y, 2 4t - t? +1, h=2-1=1, todėl 
s()- 2t - b +1+4t-t +1 


2 
Matome, kad trapecijos plotas уга kintamojo t funkcija, kai / € [ ч 2]. 


=3t-ť +1, Каі t e[1; 2]. 
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Tolesnis uždavinio sprendimas susiveda į funkcijos S(r) didžiausios 
reikšmės radimą atkarpoje [ ч 2]. Šią reikšmę galime rasti dviem būdais. 
1 būdas. Kvadratiniame trinaryje — —1£?^-3t-«1 išskiriame pilną 


2 
kvadrātā: += 41-2) „B. Kai =>, tai kvadratinis өлгі 


- t? +3t+1 įgyja didžiausią reikšmę, lygią 2 . 
Vadinasi, funkcija S()- —^ 34-1 igyja didžiausią reikšmę, lygią 
5%. kai kintamasis CM 
4 2 
2būdas. Randame funkcijos S(t)=-t +3t+1 — išvestinę: 
S'(t)=-2t+3. Išvestinę 5 (t) prilyginę nuliui, randame funkcijos 5(0) 
kritinį tašką: 5' (0) = 0, -2:+3=0, (22. 
Apskaičiuojame funkcijos S(r) reikšmes atkarpos р; 2] galuose ir 
kritiniame taške t = : : 
S()- -P +3-1+1=3, 
5(2)--27%3.2-1-3, 


2 
$(2)-43) 34-5. 
2 2 2 4 


I$ gautuju reikšmių išrenkame didžiausią reikšmę. Matome, kad 
didžiausią reikšmę, lygią B, funkcija S(r) įgyja, kai t = >. 
Taigi kreivės y = х? +1 liestinę reikia nubrėžti per tašką, kurio abscisė 
2 
lygi 2, о ordinatė yra B =, ty. per kreivės у= х? +1 tašką 


G ; B), Tada ši liestinė atkirs nuo kreivinės trapecijos didžiausio ploto 
: e : г: 3) 13 
įprastą trapecija. Tokios trapecijos plotas S = max S(t) =$ 2 - u^ 
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3.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Apskaičiuokite stačiakampio kraštinę, jei šios kraštinės ir įstrižainės 
santykis 3 : 5, o kita kraštinė lygi 8 cm. 


Stačiakampio plotas 60, o perimetras 40. Raskite stačiakampio 
ilgesniosios ir trumpesniosios kraštinių santykį. 


Stačiakampio perimetras lygus 92 cm, o įstrižainė lygi 34 cm. Raskite 
stačiakampio plotą. 


Stačiakampio kraštinės 12 ir 5. Raskite kosinusus kampų, kuriuos 
sudaro stačiakampio įstrižainė su kraštinėmis. 


Stačiakampio trumpesnioji kraštinė 8, o kampas tarp įstrižainių 60“. 
Raskite stačiakampio perimetrą. 


Stačiakampio įstrižainės ilgis lygus 17 cm, o kraštinių skirtumas lygus 
7 cm. Raskite stačiakampio plotą. 


Raskite stačiakampio plotą, jei vienos stačiakampio kraštinės ir 
įstrižainės ilgiai sutinka kaip 3 : 5, o kita kraštinė lygi 8 cm. 


Raskite stačiakampio kraštinių ilgius, jei jų santykis yra 4:9, o 
stačiakampio plotas lygus 144 m“. 


Raskite stačiakampio įstrižainę, jei jo perimetras yra 14, o plotas — 12. 


„ Stačiakampio perimetras 74, o kraštinių sandauga 300. Apskaičiuokite 


stačiakampio kraštines. 


. Stačiakampio kraštinės 20 ir 80. Kiek procentų stačiakampio plotas 


mažesnis už plotą kvadrato, turinčio tą patį perimetrą. 


. Stačiakampio perimetras lygus 140 cm, o viena kraštinė 25% trumpesnė 


už kitą. Raskite stačiakampio plotą. 


. Stačiakampio plotas lygus 600 cm?, o viena kraštinė 5096 ilgesnė už 


kitą. Raskite stačiakampio perimetrą. 


. Stačiakampio ilgis padidėjo 2096, o jo plotis sumažėjo 1096. Keliais 


procentais padidėjo stačiakampio plotas? 


15. 


18. 


19. 


20. 


21. 


-— 


22. 


Stačiakampio viena kraštinė padidėjo 20 Yo, o kita padidėjo 10 %. 
Keliais procentais padidėjo stačiakampio plotas? 


. Stačiakampio perimetras 16[1-+ 5 ) Raskite stačiakampio plotą, jei jo 


įstrižainė su viena iš kraštinių sudaro 30? kampą. 


. Jei stačiakampio ilgesniąją kraštinę sumažinsime 4 cm, o trumpesniaja 


padidinsime 7 cm, tai gausime kvadratą, kurio plotas yra 100 cm“ 
didesnis už stačiakampio plotą. Raskite kvadrato kraštinę. 


Į apskritimą įbrėžtas stačiakampis, kurio plotas 16, o viena kraštinė x. 
2 — 
a) Parodykite, kad stačiakampio perimetras P(x) - 22-і) 
x 
b) Raskite stačiakampio kraštines, kad jo perimetras būtų mažiausias. 


c) Raskite apie šį stačiakampį apibrėžto apskritimo spindulį. 


Iš 40 cm ilgio vielos sulankstytas stačiakampis. 

a) Vieną stačiakampio kraštinę pažymėkite x. Parodykite, kad šio 
stačiakampio plotas S(x) = x(20 - x). 

b) Raskite stačiakampio didžiausią plotą. 


Šalia gamyklos sienos yra stačiakampio formos žemės sklypas, kurį 
reikia aptverti 80 m ilgio vielos tinklu. Kokie turi būti sklypo 
matmenys, kad jo plotas būtų didžiausias? 


Į lygiašonį trikampį, kurio pagrindas 
20 cm ir aukštinė 8 cm įbrėžtas stačia- 
kampis, kurio viena kraštinė уга 8 
trikampio pagrindo dalis. Šios 
stačiakampio kraštinės ilgį pažymėkite x. 
a) Parodykite, kad stačiakampio plotas 20 


S(x)= 5-40 - x). 
b) Raskite, kokio ilgio ir pločio stačiakampio plotas yra didžiausias. 
Apskaičiuokite didžiausio ploto stačiakampio, įbrėžto į statųjį trikampį 
kraštinių ilgius taip, kad vienas jo kampas sutaptų su trikampio kampu, 
o trikampio kraštinės būtų 18, 24 ir 30. 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Į A spindulio pusapskritimį įbrėžtas 
stačiakampis, kurio pagrindo ilgis lygus x 
ir yra pusapskritimio skersmenyje. R 
a) Parodykite, kad šio stačiakampio 


perimetras P(x)= 2x+ J4R? — x°. x 

b) Raskite, kokios turi būti stačiakampio kraštinės, kad jo perimetras 
būtų didžiausias. 

c) Apskaičiuokite šio stačiakampio didžiausią perimetrą. 


Raskite didžiausio ploto stačiakampio, kurio perimetras būtų lygus P, 
kraštines. 


Iš visų stačiakampių, kurių plotas lygus 9, išrinkite tokį, kurio 


perimetras būtų mažiausias. 


x 


Lango, kurio apatinė dalis yra stačiakampis, 
o viršutinė — pusapskritimis, plotas lygus 4. 


a) Lango pagrindą pažymėkite x. 
Parodykite, kad lango perimetras 


2 
P(x)- Ced a, 
4x 


b) Raskite, koks turi büti lango pagrindas, kad jo angos perimetras bütu 
mažiausias. 


Raskite mažiausio perimetro stačiakampio, kurio plotas S, kraštines. 


Į trikampį, kurio pagrindo kraštinė lygi a, o aukštinė A, įbrėžtas 
stačiakampis, kurio kraštinė, lygiagreti aukštinei, lygi x. 


a) Parodykite, kad stačiakampio plotas S(x) = af h ^ z) 


b) Raskite stačiakampio kraštines, kai jo plotas yra didžiausias. 
c) Apskaičiuokite didžiausią stačiakampio plotą. 


Rombo trumpesnioji įstrižainė 643 cm, o 
aukštinė 9 cm. Raskite kitą įstrižainę ir ¿Z 
rombo perimetra. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


Raskite rombo aukštinę, jei jo vienas kampas trigubai didesnis už kitą 
kampą, rombo perimetras lygus 40 cm. 


Rombo kraštinė 1 ст trumpesnė už vieną įstrižainę ir 3 cm trumpesnė 
už kitą įstrižainę. Apskaičiuokite rombo kraštinę. 


Rombo kraštinė lygi 30, o viena įstrižainė — 2045. Raskite atstuma 


tarp priešingų rombo kraštinių. 
26 a 


Rombo plotas lygus 216 ст?, o viena įstrižainė 24 cm. Raskite rombo: 


Rombo viena įstrižainė lygi 48 cm, 
o kraštinė — 26 cm. 
Raskite rombo plotą. 


a) perimetrą, 
b) aukštinę. 


Rombo kraštinė lygi 25 cm, o įstrižainių ilgių santykis 14 : 48. Raskite 
rombo aukštinę. 


Rombo plotas 6 dm?. Raskite rombo perimetrą, jei kraštinės, ilgosios ir 
trumposios įstrižainių santykis 5 : 8 : 6. 


Iš rombo ABCD bukojo kampo А išvesta aukštinė AE į kraštinę BC. 
Raskite rombo įstrižaines, jei AE : BE = 4 : 3, o rombo kraštinė lygi 10. 


Duota: ABCD — rombas, B C 
BD =15 ст, 
BK =12 cm. 
Rasti: S „сь: L— 
Raskite rombo plotą, jei viena įstrižainė lygi 1645, o kita įstrižainė lygi 
kraštinei. : 


. Rombo viena įstrižainė 10 cm ilgesnė už kita įstrižainę ir 15 cm ilgesnė 


už kraštinę. Raskite rombo plotą. 


. Rombo plotas 3242 ст?, о kampas tarp kraštinių 45°. Raskite rombo 


aukštinę. 
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42. 


43. 
44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 
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Rombo ilgesnioji istriZainé lygi 18 cm, 
о vienas kampas уга 120“. 
Raskite rombo plotą. 


е, 
L“ A 


Rombo plotas 120 ст, o kraštinė 13 cm. Raskite rombo įstrižaines. 
Rombo aukštinė 12, o mažesnioji įstrižainė 13. Raskite rombo plotą. 


Rombo įstrižainė lygi 65. Raskite rombo perimetrą, jei jo aukštinė lygi 
60. 


Rombo plotas 480, o jo įstrižainių santykis 5 : 12. Raskite perimetrą. 


Į rombą, kurio smailusis kampas 30%, įbrėžtas skritulys. Raskite rombo 
plotą, jei skritulio plotas 9л стг. 


Rombo kraštinė 20, o viena įstrižainė — 24. Raskite į rombą įbrėžto 
apskritimo spindulį. 


Rombo plotas lygus 1843, о vienas kampas 120°. Raskite į romba 
įbrėžto skritulio plotą. 


Apie skritulį apibrėžtas lygiagretainis, kurio smailiojo kampo sinusas 
lygus 0,8. Raskite lygiagretainio plotą, kai skritulio plotas lygus 37. 


Rombo kraštinė lygi 13, o bukasis jo 
kampas - 150°. Raskite: 
a) rombo plotą, 


13 


b) i ta romba įbrėžto apskritimo spindulį. 


Duota: ABCD - rombas, 
ZA = 30°, 
КІ. ММ - kvadratas. A< 


Rasti: Saco 
S аму 


Lygiagretainio kraštinės yra 4 cm ir 7 ст ilgio, o viena įstrižainė lygi 
9 cm. Raskite rombo smailiojo kampo tarp kraštinių kosinusą. 


Lygiagretainio kraštinės yra 12 cm ir 5 cm ilgio, o atstumas tarp 
ilgesniųjų kraštinių — 4 cm. Raskite įstrižainių ilgių kvadratų sumą. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


65. 


66. 


. Lygiagretainio kraštinių santykis 4 : 9, o kampas tarp jų 60%. Raskite 


aukštines, jei lygiagretainio perimetras 52. 


Lygiagretainio smailusis kampas lygus 60°, o jo perimetras 90 cm. 
Raskite kraštines, jei įstrižainė bukąjį kampą dalija santykiu 1 : 3. 
Lygiagretainio kraštinės 8/5 ст Ir Юю 

40 cm, o trumpesnioji įstrižainė statmena 

šoninei kraštinei. Apskaičiuokite 8/5 


trumpesniosios aukstinés ilgi. 


Lygiagretainio įstrižainės lygios 4129 ir 7, o smailusis kampas tarp jo 
kraštinių lygus 60°. Raskite lygiagretainio dviejų gretimų kraštinių ilgių 
sandaugą. 


Duota: ABCD - lygiagretainis, B C 
CK – kampo C pusiaukampinė, 
АК = KD, P, =18. 
Rasti: Р. А Ға D 
Lygiagretainio jstriZainés lygios 14 ir 18, o kampo tarp ju kosinusas 


lygus A Raskite lygiagretainio perimetra. 


Lygiagretainio kvadratų suma lygi 712, o gretimų kraštinių ilgių 
skirtumas 6. Raskite lygiagretainio perimetrą. 


Lygiagretainio įstrižainių ilgių kvadratų suma 178, o jo perimetras 
lygus 26. Raskite lygiagretainio trumpesniąją kraštinę. 


Lygiagretainio kraštinės yra 6 ir 16 cm ilgio, o kampas tarp jų — 60°. 
Raskite lygiagretainio įstrižaines. 


. Lygiagretainio įstrižainės lygios 12 ir 14, o jo kraštinių skirtumas 4. 


Raskite lygiagretainio kraštines. 


Lygiagretainio įstrižainių ilgių suma 8 cm. Kokią mažiausią reikšmę 
gali įgyti tokio lygiagretainio kraštinių ilgių kvadratų suma? 


Lygiagretainio viena kraštinė 4 cm ilgesnė už kitą, o perimetras lygus 
40 cm. Raskite lygiagretainio plotą, jei kampas tarp kraštinių 60%. 
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67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


13. 


76. 


277; 


78. 
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Lygiagretainio ilgesnioji kraštinė lygi 16, о atstumai tarp priešingų 
kraštinių lygūs 2 ir 8. Raskite lygiagretainio: 


a) perimetrą, Z 
b) plota, Ee 
с) kampus. 


Raskite lygiagretainio plota, kai jstriZainés lygios 12 ir 14, o kampas 
tarp ju 60°. 

Lygiagretainio viena kraštinė 2 kartus ilgesnė už kitą kraštinę, o 
aukštinė, išvesta į ilgesnę kraštinę, lygi 4. Raskite lygiagretainio: 

a) plotą, 

b) kitą aukštinę, jei perimetras lygus 30. 


Raskite lygiagretainio ABCD perimetrą, jei jo plotas 360 cm“, aukštinė 
BE išvesta į kraštinę AD, ir BE: AE: ED= 6: 8:7. 


Lygiagretainio plotas 20 cn, viena kraštinė 5 ст, o kampas 30“. 
Raskite lygiagretainio: a) perimetrą, b) aukštines. 


Lygiagretainio kraštinės lygios 8 cm ir 
10 cm, o jo įstrižainė — 6 cm. 
Raskite lygiagretainio plota. 

10 
Lygiagretainio įstrižainės yra 12 ir 14, o kraštinių ilgių skirtumas 4. 
Raskite lygiagretainio plotą. 


Dviejų lygiagretainio kraštinių ir aukštinės santykis yra 5:6 : 4, o jo 
plotas lygus 180. Raskite lygiagretainio perimetrą. 


Dviejų lygiagretainio kraštinių ir trumpesniosios įstrižainės santykis 
yra 7:9: 8, o ilgesnioji įstrižainė lygi 28. Raskite lygiagretainio plotą. 


Lygiagretainio kraštinės 16 ir 10, o kampo tarp jų tangentas lygus 2. 
Raskite lygiagretainio plota. 

Lygiagretainio kraštinės 35 ir 42, o viena įstrižainė 35. Raskite plotą. 
Lygiagretainio plotas lygus 144 ст”, 


o aukštinių ilgiai 8 cm ir 12 cm. 
Raskite lygiagretainio perimetrą. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


Lygiagretainio ilgesnė kraštinė lygi trumpesnei įstrižainei, kraštinių 
ilgių skirtumas lygus 3 cm, o įstrižainių ilgių skirtumas yra 2 cm. 
Raskite lygiagretainio plotą. 


Lygiagretainio smailusis kampas 60°, о jo perimetras 90 cm. Raskite 
lygiagretainio plotą, jei įstrižainė dalija jo bukąjį kampą į dvi dalis 
santykiu 1 : 3. 


Lygiagretainio kraštinės lygios 15 ir 12, o jo nelygių aukštinių suma уга 
22,5. Raskite lygiagretainio plota. 


Lygiagretainio plotas 36, perimetras lygus 30, o atstumas tarp ilgesniuju 
kraštinių lygus 4. Raskite atstumą tarp lygiagretainio trumpesniuju 
kraštinių. 


Lygiašonės trapecijos pagrindai lygūs 4 cm 4 


ir 12 cm, o šoninė kraštinė su ilgesniuoju > 
a 


pagrindu sudaro 45? kampą. Raskite 
trapecijos 

a) kraštines, 12 

b) įstrižaines. 

Trapecijos pagrindų ilgiai 14 ir 26, viena šoninių kraštinių, kurios ilgis 


8, su pagrindu sudaro 60? kampą. Apskaičiuokite trapecijos kitos 
šoninės kraštinės ilgį. 


Trapecijos ABCD ilgesnysis pagrindas yra AD, o įstrižainė AC statmena 
kraštinei CD ir dalija kampą BAD pusiau, CDA = 60°. Raskite 
trapecijos pagrindus, jei jos perimetras lygus 80 cm. 

Lygiašonės trapecijos vidurinė linija lygi 10, o vienas pagrindas 8. 
Apskaičiuokite trapecijos įstrižaines, jei kampo prie ilgesniojo pagrindo 
J21 


tangentas lygus S 


Vienas lygiašonės trapecijos pagrindas lygus 8 cm, o kitas — 12 cm. 
Kampo prie ilgesniojo pagrindo kosinusas 


lygus = Raskite trapecijos: / 


a) aukštinę, 
b) įstrižainę. 12 
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88. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 
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Lygiašonės trapecijos pagrindai lygūs 12 ir 18, о kampo prie ilgesniojo 
pagrindo tangentas lygus 5. Raskite trapecijos istriZaines. 


Trapecijos pagrindai 4 cm ir 32 cm, o Soninés krastinés 17 cm ir 25 cm. 
Apskaičiuokite trapecijos aukštinės ilgį. 

Lygiašonės trapecijos pagrindai lygūs ы 

10 ст іг 26 ст, о istriZainés statmenos 

šoninėms  krastinéms. Apskaičiuokite 

atstumą tarp trapecijos pagrindų. 26 


Statiosios trapecijos vidurinés linijos ilgis 15 cm, o ilgesnysis pagrindas 
18 ст. Raskite trapecijos perimetrą, kai trumpesnioji šoninė kraštinė 
lygi 8 cm. 


Trapecijos ABCD šoninės kraštinės AB ir 

CD pratęstos iki tarpusavio sankirtos B C 

taške M. 

Raskite CM, jei AB=1m, CD =1,5 т, 

BM =08 m. A D 


Lygiašonės trapecijos šoninių kraštinių tęsiniai susikerta stačiu kampu. 
Raskite trapecijos aukštinės ilgį, jei trapecijos pagrindai yra 5 ir 11. 


Raskite lygiašonės trapecijos perimetrą, jei jos šoninė kraštinė lygi 30, 
aukštinė 24, o įstrižainių susikirtimo taškas įstrižainę dalija santykiu 
3:7. 


Duota: ABCD - trapecija, 
MN - vidurinė linija, 
PN -MP = 2. 


| СРЕ 
Rasti: ВС. А 


Lygiašonės trapecijos aukštinė, išvesta i$ bukojo kampo viršūnės, 
pagrindą dalija į dvi dalis, kurių ilgiai yra 4,5 cm ir 12,6 cm. Raskite 
trapecijos vidurinę liniją. 

Trapecijos trumpesnysis pagrindas lygus 4 cm, o įstrižainių susikirtimo 
taškas nutolęs nuo pagrindų 2 cm ir 3 cm. Raskite ilgesnįjį trapecijos 
pagrindą. 


98. 


99. ABCD - trapecija. Atkarpos MN galai yra 


Trapecijos įstrižainė dalija trapeciją į du panašius trikampius. Raskite 
šios įstrižainės ilgį, jeigu pagrindų ilgiai a ir b. 
trapecijos šoninėse kraštinėse AB ir CD, B С 
be to, MN || ВС || AD. Žinoma, kad 
BC-3cm, AD-l3cm,AB-6cm, М 
CD -8cm. Ро, = Рам. Raskite A B D 
CN : ND. 


100. Lygiašonės trapecijos pagrindai 10 cm ir 26 ст, o šoninė kraštinė 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 


107. 


108. 


17 cm. Raskite lygiašonės trapecijos plotą. 


Lygiašonės trapecijos trumpesnysis pagrindas 6 cm, o šoninė kraštinė 
8 cm, o vienas trapecijos kampas lygus 120°. Raskite trapecijos plotą. 


Lygiašonės trapecijos šoninė kraštinė 
20cm, ilgesnysis pagrindas 38 cm, 
o vidurinė linija 26 cm. 

Raskite lygiašonės trapecijos plotą. 
Lygiašonės trapecijos plotas 228. Raskite trapecijos šoninę kraštinę, 


jei trumpesniojo, ilgesniojo pagrindų ir aukštinės ilgių santykis yra 
5:14:6. 


Lygiašonės trapecijos pagrindai уга 12 ir 24, o vienas kampas - 30°. 
Raskite trapecijos plota. 


Trapecijos plotas lygus 377, aukštinė 13, o pagrindai sutinka kaip 
13 : 16. Raskite trapecijos pagrindų ilgius. 


Lygiašonės trapecijos pagrindai ir šoninė kraštinė atitinkamai sutinka 
kaip 10 : 4 : 5, o trapecijos plotas lygus 112 cm“. Raskite perimetrą. 
10 

Duota: ABCD - trapecija, В, C 
AD = 24, BC «10, AB «13, CD = 15. 15 13 
Rasti: S „с. 

cru A 24 D 
Lygiašonės trapecijos plotas 180, vidurinė linija 45, о šoninė 


kraštinė 5. Raskite trapecijos trumpesniojo pagrindo ilgį. 
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109. 


110. 


111. 


112. 


113. 


114. 


115. 


116. 


117. 


118. 


119. 


120. 
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Rasti: S 


Lygiašonės trapecijos pagrindų santykis 3 : 7, aukštinė 24, o šoninė 
kraštinė 26. Raskite lygiašonės trapecijos plotą. 


Lygiašonės trapecijos aukštinė lygi 8 cm, o plotas - 120 cm“. Raskite 
trapecijos ilgesniojo pagrindo ilgį, jei jo smailusis kampas lygus 45°. 


Stačiosios trapecijos perimetras 20, vidurinė linija 6, o smailiojo 


kampo sinusas lygus T Raskite trapecijos aukštinę. 


Trapecijos vidurinė linija 18, šoninės kraštinės 17 ir 25. Raskite 
trapecijos trumpesniojo pagrindo ilgį, jei plotas 270. 


Lygiašonės trapecijos įstrižainės tarpusavyje statmenos, o pagrindų 
ilgiai lygūs 12 ir 20. Raskite trapecijos plotą. 


Lygiašonės trapecijos vidurinė linija 24, o jos įstrižainės tarpusavyje 
statmenos. Raskite trapecijos plotą. 


Trapecijos vidurinė linija lygi 10 cm ir dalina trapeciją į dvi dalis, 
kurių plotų santykis 3 : 5. Raskite trapecijos pagrindus. 


Lygiašonės trapecijos plotas 32 стг, o įstrižainės ir didžiojo pagrindo 
sudaromo kampo kotangentas lygus 2. Raskite trapecijos aukštinės 
ilgį. 


Duota: ABCD - lygiašonė trapecija, BTC 


О – į trapecija įbrėžto apskritimo centras, 


OK = 2, BC = 2. 
ABCD * A D 


Apie 4 cm spindulio apskritimą apibrėžta lygiašonė trapecija, kurios 
perimetras lygus 68 cm. Raskite ilgesnįjį trapecijos pagrindą. 


Lygiašonės trapecijos vienas pagrindas lygus 12, o kitas — 20. Raskite 
trapecijos šoninę kraštinę, jei apibrėžto apskritimo centras yra 
ilgesniajame trapecijos pagrinde. 


Apie apskritimą, kurio skersmuo 15 cm, 
apibrėžta lygiašonė trapecija. Jos šoninė 
kraštinė — 17 cm. 

Raskite trapecijos ilgesnįjį pagrindą. 


121. 


122. 


123. 


124. 


125. 


126. 


127. 


128. 


Apie apskritimą apibrėžtos trapecijos perimetras lygus 36 cm. Raskite 
trapecijos vidurinę liniją. 


Trapecijos pagrindai 4 cm ir 16 cm. Raskite į trapeciją įbrėžto ir apie ją 
apibrėžto apskritimų spindulius. 


p Poste 
Lygiašonės trapecijos pagrindų ilgiai 6 ст 
ir 8 cm, o aukštinė 7 cm. Raskite: 
a) apie trapeciją apibrėžto apskritimo spindulį, GN 


b) atstumą nuo apskritimo centro iki šoninės 
kraštinės. 


Apie apskritimą apibrėžta lygiašonė trapecija, kurios vienas pagrindas 
tris kartus didesnis už kitą. Raskite apibrėžto apie trapeciją ir įbrėžto į 
trapeciją apskritimų spindulių santykį. 


Lygiašonės trapecijos kampas prie pagrindo lygus 45% o aukštinės ir 
ilgesniojo pagrindo ilgių suma lygi a. Kokia turi būti trapecijos 
aukštinė, kad trapecijos plotas būtų didžiausias? 


Trapecijos trumpesnysis pagrindas ir 10 
šoninės kraštinės lygios 10, aukštinė A. 
a) Parodykite, kad trapecijos plotas 


S(h)= [o+ 100 а Ja. 


b) Raskite, kokia turi būti trapecijos aukštinė ir ilgesnysis pagrindas, 
kad trapecijos plotas būtų didžiausias. 


e 


10 1 


Į stačiąją trapecija, kurios pagrindų ilgiai 24 


8 
ir 8, o aukštinė 12, įbrėžtas didžiausio ploto 
stačiakampis (dvi stačiakampio viršūnės yra 12 
šoninėse trapecijos kraštinėse, o kitos dvi — 


didžiajame pagrinde). 24 
Raskite šio stačiakampio plotą. 


Į spindulio R apskritimą įbrėžta trapecija, 
kurios pagrindas yra pusapskritimio skersmuo. 
a) Kokia turi būti trapecijos šoninė kraštinė, 

kad trapecijos perimetras būtų didžiausias? 
b) Raskite šį perimetrą. 


-- 


57 


4 skyrius. Apskritimas. Skritulys 


4.1. Trumpa teorinė medžiaga 


E 


Ža 
Na 


Apskritimu vadinama figūra, kurią sudaro visi 
plokštumos taškai, vienodai nutolę nuo vieno 
taško (apskritimo centro O). 

Skritulys — tai plokštumos dalis, apribota 
apskritimu. 

Atkarpa, jungianti kurį nors apskritimo tašką su 
jo centru, vadinama spinduliu (OA). Spindulio 
ilgį žymėsime raide R. 


Atkarpa, jungianti du apskritimo taškus, vadinama styga (BC). 
Styga, einanti per apskritimo centrą, vadinama skersmeniu (DE). 
Skersmens ilgį žymėsime raide d. 


Skersmens ilgis lygus dvigubam spindulio ilgiui, t.y. 
Apskritimo ilgis C apskaičiuojamas pagal formulę: [С =2лк.] 


Skritulio plotas S apskaičiuojamas pagal formule: 
čia T = 3,14 — pastovus skaičius. 


S“ Apskritimo ir kampo tarpusavio padėtys 
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Kampas, kurio viršūnė yra apskritimo centre, 
vadinamas centriniu kampu. 
ZAOB - centrinis kampas. 


Apskritimo lanko didumu vadinamas jį 
atitinkančio centrinio kampo didumas. 

V АКВ- centrinį kampą АОВ atitinkantis 
lankas: U АКВ = ZAOB. 


Kampas, kurio viršūnė yra apskritimo taškas, o 
kraštinės kerta tą apskritimą, vadinamas 
įbrėžtiniu kampu. 

ZAOB - centrinis kampas, 

ZACB - įbrėžtinis kampas. 


Įbrėžtinis kampas matuojamas puse lanko, į 
1 
kurį jis remiasi: асры АВ. 


Jeigu apskritimo centras O ir įbrėžtinio kampo 
ACB viršūnė C yra vienoje stygos AB pusėje, 


tai ZACB = 2408. 


Jeigu apskritimo centras O іг įbrėžtinio kampo 
ADB viršūnė D yra skirtingose stygos AB 


pusėse, tai “АРВ =180° - 2408. 


Įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į tą patį 
lanką, yra lygūs. 

Įbrėžtiniai kampai ACB, ADB ir AEB remiasi į 
tą patį lanką AB ir todėl yra lygūs, t.y. 


ZACB = ZADB = ZAEB. 


Įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į lanką, 
lygų pusei apskritimo (pusapskritimį), yra 
statūs. 


Įbrėžtiniai kampai KML, KNL іг KPL remiasi į 


lanką KL, lygų pusei apskritimo, ir todėl yra 
statūs, t.y. 


ZKML = ZKNL = ZKPL = 90°. 


=  Kirstiniy ir liestinių savybės 


Tiesė, su apskritimu turinti du bendrus taškus, 
vadinama kirstine (АВ). 


Tiesė, su apskritimu turinti tik vieną bendrą 
tašką (C), vadinama liestine (DE). 
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Jei MA ir MB – apskritimo liestinė ir kirstinė, 
išeinančios iš vieno taško M, tai 
МА? = MB- MC. 


Kampas, kurį sudaro liestinė ir kirstinė, 
išeinančios iš vieno taško M: 


Jei KA ir KC — dvi apskritimo kirstinės, 
išeinančios iš vieno taško K ir kertančios 
apskritimą taškuose C ir D, tai 


KA: KC = KB. KD. 
Kampas, kurį sudaro dvi kirstinės 


ZAKB jo AB-U CD) 


AB ir CD - dvi susikertančios apskritimo 
stygos. Susikertančių apskritimo stygų savybė: 


MA-MB = MC -MD. 


Kampas, kurį sudaro dvi susikertančios 
apskritimo stygos 


ZAMD = (O AD+0 CB) 


Lankas AD tarp kampo kraštinių, o lankas CB tarp kraštinių tęsinių. 


"me memes 
[pu 
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Jei apskritimo liestiné MN ir styga АВ, 
einančios per tą patį bendrą apskritimo tašką A, 
sudaro kampą NAB, tai 


ZNAB = 20 АВ =} Z40B, 


«а ZAOB- apskritimo centrinis kampas, 
besiremiantis į stygą AB. 


ZACB - apibrėžtinis. 

Jei CA ir CB — dvi apskritimo liestinės, 
išeinančios iš taško C, ir tiesė CO yra kampo 
ACB pusiaukampinė, tai CA = СВ. 

ОА L СА, OB L CB -apskritimo spindulys, 
išvestas į lietimosi tašką, statmenas liestinei. 


I — kirstinė, 

AB - styga, 

ОС 1 AB - spindulys statmenas stygai, 
MA = MB - stygai statmenas apskritimo 
spindulys (skersmuo) dalija tą stygą pusiau. 


Centrinis kampas skritulį dalija į dvi dalis, 
kurios vadinamos išpjovomis. 

Apskritimo lankas, ribojantis išpjovą, vadina- 
mas išpjovos lanku. 

U ABir U ACB - išpjovų lankai. 


Apskritimo lanko, atitinkančio а% centrinį 
kampą AOB, ilgis: 


Stygos AB ilgis: 
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Skritulio išpjovos plotas 


čia / — išpjovos lanko ilgis; 
a? — lanko laipsninis matas; 
R — apskritimo spindulys. 


4 X a Styga skritulį dalija į dvi dalis, kurios vadi- 


namos nuopjovomis. 


Skritulio nuopjovos plotas 
(nelygios pusskrituliui) 


Abiem atvejais Sios =$ R? sin a, todėl universali nuopjovos ploto 


R'(mm . 
skaičiavimo formulė уга |$,,, = 5110 —sina |. 
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4.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


1. Pagal brėžinių duomenis apskaičiuokite kampą x. 
a) 
d) e) 
1245 
N РИ 
128° š i 2А 
NW МИ А ж, 
а) А Duota: ZAOC = 54°. 


Rasti: ZABC = x. 
C Sprendimas. 


ZAOC yra centrinis kampas, o ZABC — 
B > įbrėžtinis. 

Abu kampai remiasi į tą patį lanką AC. 

Kadangi įbrėžtinio kampo didumas 

lygus pusei jį atitinkančio centrinio kampo 


didumo, tai ABC = ; 440C, ty. ZABC- 2T, х= 27°. 


Duota: “АВС = 21°. 
Rasti: ZAOC = х. 
Sprendimas. 
“АВС уга įbrėžtinis, о ZAOC - centrinis 
kampas, todėl 
ZAOC =2ZABC, ZAOC = 42°, х = 42°. 
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Duota: ZABC = 372. 
Rasti: ZADC - x. 
Sprendimas. 
Kadangi ZABC ir ZADC yra įbrėžtiniai 
kampai, besiremiantys į tą patį lanką AC, tai jie 


yra lygūs, t.y. 
“АВС = ZADC = 37°, x = 37°. 


d) Duota: UAB = 72°, U BC = 128°. 
C Rasti: ZABC = x. 
Sprendimas. 
EN 128°  /ABC- įbrėžtinis kampas, ABC = 20 AC. 
Kadangi CUAC+UAB+UOUBC=360°, tai 


ЧАС =160°. Vadinasi, ZABC = 80°, x = 80°, 
nes įbrėžtinis kampas matuojamas puse lanko, į 
kurį jis remiasi. 

Duota: ZAKD = 85°, U АЕС = 124°. 

Rasti: ZKCB = x. 


Sprendimas. 


ZKCB = jV DFB, 


nes ZKCB - įbrėžtinis kampas. 
“АКР = “СКВ = 85°, 
nes kampai АКР іг СКВ уга kryžminiai. 


“АВС = HS AEC, nes ZABC - įbrėžtinis kampas. 


ZABC => 124° = 62°, t.y. ZKBC = 62°. 


Kadangi ZKCB + ZCKB + ZKBC =180°, 
tai ZKCB =180° -(ZCKB + ZKBC), ty. 


ZKCB =180° - (85° +629) = 33°. Taigi х = 33°. 
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f) Duota: ZADC = 24°, ZAEC = 78°. 


/ 77 B Rasti: ZBAE = x. 
< Sprendimas. 
4 ZABC = ZADC = 24°, nes kampai įbrėžtiniai 
NZ e ir remiasi į ta patį lanką AC. 
C ZAEC + ZAEB = 180°, пев kampai АЕС ir 
AEB yra gretutiniai. 
Vadinasi, ZAEB —180? — ZAEC = 180° — 78° = 102°. 
Iš A AEB randame ZBAE didumą: 
ZBAE + ZAEB + ZABE = 180°, ZBAE = 180° — (ZAEB + ZABE), 
ty. ZBAE =180° — (102° +249)= 54°. Taigi x = 54°. 


Atsakymas. a) 279, b) 42°, c) 37, d) 80°, e) 33°, f) 54°. 


C Duota: ZAOB = ZACB + 30°, 
ZAOB - centrinis kampas, 
ZACB - įbrėžtinis kampas. 


А Rasti: ZACB іг ZAOB. 
Sprendimas. 
qe adi 


Jei abu kampai yra toje pačioje stygos AB pusėje, tai ZACB = 52408. 


1 atvejis. 


Раўутіте, /АСВ-х. Tada ZAOB=x+309. Gauname, kad 
= 56 +30°), ty. 25 =15°. Iš šios lygybės randame, kad х = 30°. 
Vadinasi, ZACB = 30°, о ZAOB =2/ACB, ty. ZAOB = 2.30? = 60°. 


2 atvejis. 
Jei kampai ACB ir AOB yra skirtingose stygos 


AB pusėse, tai ZACB = 180* — 2408. 


А В Galime sudaryti lygtį x = 180° — je + 30°). 
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Išsprendę šią lygtį randame, kad х = 110°. 
Vadinasi, ZACB =110° , o ZAOB = 2-180? — 2 /АСВ, ty. 
ZAOB = 360? — 2.110? = 140°. 


Apskritimas padalytas į lankus PRS, RS ir PS, kurių santykiai 12 : 7 : 3. 


Taškai P, R ir S sujungti atkarpomis. Raskite gautojo trikampio kampus. 


Atsakymas. 30° ir 60° arba 110° ir 140°. Punta ei Ala ES OPEN 
S Rasti: ZP, ZR ir 25. 
3. Į apskritimą įbrėžtas trikampis ABC, kurio kraštinė АВ yra apskritimo R Sprendimas. 


skersmuo. Raskite trikampio kampus, Каі UBC = 124°. 


Tarkime, kad viena lanko dalis yra x°. 
Tada UPRS =12x, U RS = 7х, UPS =3x. 


О . = o 
— а ii Ж po i d UPRS +UPS =360°, 15x -3609, х = 24°, 
RF Vadinasi, URS = 7-24? = 168°, UPS =3-249 = 729. 
: 1 quoa Tada U PR = 360° — (168° + 72°) = 120? 
277 Kadangi /АСВ уга įbrėžtinis іг remiasi į La а + алы Ы 
skersmenį, tai С yra status, t.y. ZC = 90°. 


48 = ОРЕ, t.y. 48 = -120° = 60°. 
24-298. 4А= 124° = 62. 


1 1 
ZP=ŽURS, ty. ZP mu 1689 845, 
ZA* ZB =90°, nes A ACB - statusis. 2 T 2 
ZB - 90? — ZA, t.y. ZB = 909 — 62° = 28°, | Жала ucl pubes 
Atsakymas. 28°, 62? ir 90°. 2 2 


Atsakymas. 84%, 36? ir 60°. 


Apskritime pažymėti taškai A, B ir C taip, kad UAB -80?, o 


ОВС = 120°. Raskite trikampio kampus. 


Keturkampio, įbrėžto į apskritimą, priešingi kampai sutinka kaip 1 : 5 ir 


7:2. Raskite keturkampio kampus. 
Duota: UAB = 80°, U BC = 120°. 


Rasti: ZA, ZB ir ZC. B Duota: ZB : ZDz1:5, ZA: ZC =7:2. 
š Rasti: ZA, ZB, ZC, ZD. 
Sprendimas. 


24 Y 
A l Sprendimas. 
ECC ы C Prisiminkime, kad įbrėžto į apskritimą 
C AS t 


1 keturkampio priešingų kampų suma lygi 180“. 
SD WW D Vadinasi, B + ZD =180°. 
1 1 А 5 Pažymėkime, kad vienai daliai tenka х°. Tada 
V ESL c AAA ZB =x, o ZD = 5x ir x+5x =180°, x = 30°. 
Vadinasi, 7B = 30°, ZD =150°. Analogiškai, /А-/С-1802. 
Sakykime, kad viena dalis lygi у”. Tada /4А-7у, о /С-2у ir 
7у%2у-1809% 9y=1809, у= 209. Vadinasi, Z4 -1409, ZC = 40°. 


Trikampio kampų suma lygi 180°, todėl ZA + ZB + ZC = 180°. 
Iš šios lygybės randame kampo B didumą: 


2В-180%-(/А-<С), ZB= 1809 – (409 + 60°)= 80°. 


Atsakymas. 40°, 60? ir 80°. 
ky Б Atsakymas. 30°, 150°, 140° ir 40°. 
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Pagal brėžinio duomenis raskite 
kampą x, Каі UAD =160“, 


o UAC =94“, 


Duota: UAD =160°, U AC =94“, 
Rasti: ZABC = x. 
Sprendimas. 


ZABC = 50 AD -UAC), гу. ZABC = 2060» —94°)= 33°, х = 33°, 
Atsakymas. 33°. 


Per šalia apskritimo esantį tašką nubrėžtos dvi kraštinės, sudarančios 
43% kampą. Tarp to kampo kraštinių esantis didesnysis apskritimo 
lankas lygus 120°. Raskite mažesnįjį lanką. 


BN 
ec 


439 = 220% -uBC), ВС = 60° – 43° = 17°, U ВС =34°. 


Duota: ZDAR = 43°, U DR = 120°. 
Rasti: UBC. 
Sprendimas. 


B 
| A 
C 


ZDAR = 0 DR -UBC). 


Atsakymas. 34°. 


Apskritimo stygos AB ir CD susikerta taške K. Raskite kampą BKC, kai 


VAD = 57° іг ОВС = 739, 
Опо: UAD = 57°, UBC = 73°. 
Rasti: ZBOC. 

Sprendimas. 


ZBKC = (о AD +ОВС), 


ВКС = 267% +739)= 65°. 


Atsakymas. 65“. 


10. Trikampis ABC įbrėžtas į apskritimą, 
kurio centras О. АВС -309, AC =16 cm. 
Apskaičiuokite apskritimo spindulio ilgį. 


A SY 


Duota: ZABC -309, AC =16 cm. 

Rasti: AO. 

Sprendimas. 

Kadangi /АОС yra centrinis kampas, о “АВС - įbrėžtinis kampas, 
tai ZAOC = 2. ZABC, t.y. ZAOC = 2:30? = 60°. 

Iš A АОС „taikydami kosinusų teoremą, randame АО: 

AC? = АО? + ОС* -2A0-OCcos АОС. Kadangi ЛАОС yra 
lygiašonis (AO = OC) ir Z4OC = 60°, tai AC? = 240? – 240! cos 60°, 
arba АС? = АО", t.y. АО = AC. Vadinasi, АО =16 ст. 

Pastaba. Apskritimo spindulį galėjome rasti įrodę, kad A АОС yra 
lygiakraštis: AO = ОС = AC. Iš tikrųjų, buvome įrodę, kad ZAOC = 60°. 
Trikampis AOC yra lygiašonis, nes АО-ОС (AO ir ОС yra to paties 
apskritimo spinduliai ir todėl jie yra lygūs) Kadangi А АОС yra 
lygiašonis, (аі ZOAC = ZOCA. Bet /ОАС-- ZOCA-120? (trikampio 
AOC kampų suma lygi 180%. Vadinasi, ZOAC + 2ОСА = 60°. Taigi 
A AOC - lygiakraštis ir АО = OC = AC =16 ст. 

Atsakymas. 16 cm. 


А С Duota: АЕ-5,ВЕ-2,СЕ-2,. 
-А Rasti: DE. 


Sprendimas. 


B Remdamiesi susikertančių apskritimo stygų 
savybe, gauname: AE - BE = СЕ · DE. 


5 Iš šios lygybës randame DE: 
pgp.4E BE DE-32. 
CE 2,5 


Atsakymas. 4. 
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12. Skritulio, kurio spindulys lygus 13, viduje duotas taškas M, nutolęs nuo 
skritulio centro atstumu, lygiu 5. Per tašką M nubrėžta styga AB, kurios 
ilgis 25. Raskite atkarpų, į kurias taškas M dalo stygą, ilgius. 


Duota: OG =13, OM =5, AB = 25. 
Rasti: AM ir MB. 

Sprendimas. 
Remiamės susikertančių apskritimo stygų 
savybe: AM -MB = GM - MH. 
Pažymime AM = x. Tada MB = 25 – x. 
GM = OG - OM, GM =13-5=8. 
MH = HO«* OM, MH =13+5=18. 
Išsprendę lygtį x(25 — x)= 8:18, randame, kad x, -16 ir x, = 9. 
Vadinasi, AM -16, o MB =9 arba AM -9, o MB =16. 
Atsakymas. 9 ir 16. 


Duota: AB = AC =120, BC «144. 
Rasti: OB. 

Sprendimas. 
Prisiminkime, kad apskritimo liestiné yra 
statmena apskritimo spinduliui, išvestam į 
lietimosi tašką. Vadinasi, OB 1 BA. Tada 
А ОВА - statusis. Atkarpa BK yra А ОВА 


aukštinė, ВК LBC, ВК = 72. 


I$ А ВКА , taikydami Pitagoro teorema, randame КА: 


КА? = BA! - ВК?, КА? =120° — 72° = (120 -72X120 4-72) = 48-192, 
KA = 96. 
Kadangi А ОВА уга statusis, o BK — aukštinė, išvesta iš stačiojo kampo 
viršūnės, todėl galima taikyti geometrinio vidurkio formules: 
ВК! = ОК - KA іг ОВ? = OK - OA. 
з А ; ВК? 72° 
I$ pirmosios formulés randame OK: ОК = EE OK = s 54. 
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Kadangi OA= ОК + КА, ty. ОА = 54 +96 = 150, tai, remdamiesi 
antrąja formule, randame OB: ОВ = ЧОК -OA, ОВ = 454-150 = 90. 
Atsakymas. 90. 


14. Рег tašką А nubrėžta apskritimo liestiné АВ (В — lietimosi taškas) ir 
kirstiné AC, kuri apskritimą kerta taškuose C ir D. Raskite CD, kai 
АВ -5, AD=10. 


Duota: AB -5, AD =10. 
Rasti: CD. 

Sprendimas. 
Kadangi АВ? = AC - AD, tai 


2 
dem P із AC T en 
AD 10 


CD = AD - AC, CD=10-25=7,5. 
Atsakymas. 7,5. 


15. Apskritimo viduje skirtingose nuo centro pusėse nubrėžtos dvi 
lygiagrečios stygos, kurių ilgiai yra 36 ir 48. Atstumas tarp stygų lygus 
42. Raskite apskritimo spindulio ilgį. 
Duota: AB =36, CD =48, GH =42, AB|| CD. 
Rasti: OB. 


Sprendimas. 


GB -248. GB =18. HD => p, HD =24. 


AOGB ir AOHD - statūs, todėl jiems galime taikyti Pitagoro 
teoremą: 

ОВ? = ОС? + СВ? іг Ор? = OH? + HD'. Kadangi ОВ = Ор, tai ir 
ОВ? = OD? . Vadinasi, galime užrašyti lygybę ОС? + GB? = ОН? + HD’. 

Pažymime OG = х. Tada ОН = 42 – x. Remdamiesi lygybe 
ОС? + СВ? = OH? + HD, galime sudaryti lygtį x^ +18* = (42 х) +24*, 
kurią išsprendę randame, kad x = 24. 

Vadinasi, OG = 24. Tada ОВ? -247 +18* 2900, ОВ = 30. 

Atsakymas. 30. 
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16. Dviejų susikertančių apskritimų spinduliai lygūs 10 ir 17, o bendroji ju 
styga dalija centrus jungiančią atkarpą santykiu 2:5. Raskite 
bendrosios stygos ilgį. 


Duota: OA =17, ОА =10, 
OC:OC=2:5. 
"IN Rasti: AB. 
V/ Sprendimas. 
PaZymime, kad viena dalis lygi x. 
Tada ОС = 2x ir OC = 5x. 


А ACO іг А АСО, уга statieji, todėl galime taikyti Pitagoro teoremą: 


B 


АС? = ОА - ОС? ir AC! = ОА - OC. 

Sulyginame abiejų lygybių dešiniąsias puses ir gauname lygybę: 

ОА? - OC! = 0,4! - CO), ty. 17° -(5xf = 10? - (2 x). 

Išsprendę lygtį 17° — 25x? = 10? — 4x?, randame, kad x = 3. 

Vadinasi, ОС = 6 іг OC =15. Tada 

AC? -100-36-64, ty. AC =8. Styga AB =2- AC, todėl АВ = 16. 
Atsakymas. 16. 


. Dvi apskritimo, kurio spindulys R, liestinės, nubrėžtos iš vieno taško, 
sudaro 60* kampą. Į šių liestinių sudaromą kampą įbrėžtas apskritimas, 
kuris liečia duotąjį apskritimą. Raskite šio apskritimo spindulį. 

Duota: ZA = 60°, CO, = R. 

Rasti: OB. 

Sprendimas. 
1 atvejis. 

Tarkime, kad duotasis spindulys R yra 

i didesniojo apskritimo spindulys. 
B C Pažymime ОВ = r. Tada OO, =R +r. 

Įbrėžtų apskritimų centrai уга duotojo kampo pusiaukampinėje, todėl 


ZOAB - 224. ty. ZOAB = 30°. 
I$ stačiojo A ABO išreiškiame sin OAB : 


insanus e sin309 = —, — =. 
AO AO AO 2 
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Iš paskutiniosios lygybės randame, kad AO = 2r. 
Iš stačiojo А AO,C išreiškiame sin О,АС ir randame АО): 
CO R 1 R us 

in O,AC = ——-, ѕіп30° = ——, ----- Taigi 40, -2R. (1 
sin O, 40, sin 207 2720, ір I (1) 
АО, = АО + OO, афа АО =2r+R+r= К +3. 
Taigi AO, = R+3r. (2) 
Į (2) lygybės kairiąją pusę istatome AO, išraišką iš (1) lygybės ir 

gauname: 


| R 
2R = R+3r, arba3r = R. Iš šios lygybės randame, kad: r = ОВ = T 
2 atvejis. 
Jei duotasis spindulys R yra mažesniojo apskritimo spindulys, tai tada 
ieškomasis spindulys bus tris kartus didesnis, t.y. ЗА. 


Atsakymas. 5 іг 3R. 


18. Duoti du koncentriniai apskritimai. Mažesniojo apskritimo liestinė 
dalija didesniojo apskritimo lanko ilgi santykiu 1 : 5. Raskite skrituliu, 
apribotų šiais apskritimais, plotų santykį. 


Duota: UBEC : UBFC =1:5. 
CC A NB 
F 


Rasti: $,: S,. 
Sprendimas. 

didžiojo apskritimo. Tada //АОВ = „Вос, ty. ZAOB = 30°. 

I$ stačiojo A4BO randame: 


Sakykime, kad S, — mažojo skritulio, kurio 
spindulys АО = r, plotas, о S, - didžiojo 
skritulio, kurio spindulys BO = R, plotas. 
Trikampis АОВ - statusis trikampis. 

“ВОС = 60°, nes lankas BEC yra šeštadalis 


АО = BOcos АОВ, Í = cos AOB, = cos30°, 
BO R 


Atsakymas. 3 : 4. 
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19. Du apskritimai turi bendrą centra. Mažesniojo apskritimo spindulys 


lygus i didesniojo apskritimo spindulio. Kiek procentų sumažėtų tais 


apskritimais apriboto žiedo plotas, jei mažesniojo apskritimo spindulį 
padidintume 20 96, o didesniojo - sumažintume 20 96? 


Sprendimas 
Sakykime, kad S, — mažojo skritulio plotas, o 
mažojo apskritimo spindulys yra r, 
S, — didžiojo skritulio plotas, o didžiojo 
apskritimo spindulys yra R. Tada žiedo plotas: 
S=5,-5, = xR' - nr! = n(R' — r7). 

3 А 9R? 167R? 

Pagal sąl r => R, todėl $ = r| R2—— |= я 

— 
Jei таза) apskritimo spindulį ^ padidinsime 20%, (аі 
3 3 6 18R 


r-—R.2-2—.—R-——, о didįjį spindulį sumažinsime 20%, tai 
5 55 25 
К'= 0,8R = 3n 
5 
2 2 2 
Naujojo žiedo plotas 5'= 16R 324R |. JénR^ 
25 625 625 
2 
Žiedo plotas pakito, S — S'— ab Ž 44) „IAR 
25 625 625 
Tai sudaro procentų AT = Žž - 10026 = 8196. 
S 625 16 
Atsakymas. 81 96. 


20. Skritulyje, kurio spindulys 6 cm, nubraižytas centrinis kampas, 
lygus 75°. Apskaičiuokite: 


a) centrinį kampą atitinkančio lanko ilgį, 
b) gautų išpjovų plotus. 


Duota: r = бст, а = 75°. 
Rasti: а), b) S, 5, 


шр)? išpj ` 
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Sprendimas. 


a) 1 būdas. Pirmiausia apskaičiuojame apskritimo ilgį: 

C=2nr, C=2n-6=12ncm. 

Kadangi pilnutinį kampą (360?) atitinka visas apskritimas, tai vieno 
laipsnio centrinis kampas atitinka ES apskritimo dali: 

121 тп 

—=— ст. 

360 30 


Todėl 75? centrinį kampą atitiks 75 kartus didesnis lankas: 


2 būdas. Lanko ilgį randame iš formulės: 
Tra 176775 5n 
180 ' 180 2 


b) 1 būdas. Apskaičiuojame skritulio plotą: S = nr’, 5 -36лст!. Vieno 


laipsnio centrinis kampas atitinka ET skritulio ploto dali: 


' п 15л 
5, 10 2 | 
А 3 " , , 57л 2 
Kitos išpjovos plotas: 5, -5,-8,, S, M EE 
2büdas. Centrinį kampą atitinkančios išpjovos plotą randame iš 
тта s= 36:75 15x om? 


formulės: S = ; 
360 360 2 


Atsakymas. a) = cm, b) = cm", Um cm’. 
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21. Išpjovos spindulys lygus 8 ст, o išpjovos lanko ilgis — 147 cm. Iš A ADO rasime trikampio АОВ aukštinę À: 
Apskaičiuokite: 


(og Ap, p eg -(3], ке 
a) tą lanką atitinkančio kampo didumą, h =0A = 11-41 ҚҰЗ Yos c RA em; 
b) išpjovos plotą. B 
X AB -h 2543 
Duota: r 28cm, l = 147 cm. Vadinasi, Sios = 3 ' ty. Saos = 4 ст”. 
141 ; 
Rasti: ир. 
asti: a) a, b) Sis; T 257. 2545 
Sprendimas. Taigi S,,, voeem M 
C nra 
a) Iš formulės / = — randame а: 
) 5 Тася Atsakymas. жш 
Be da оу 58 
180 
"T лға. п:64:315° ° 
b) Išpjovos plotas S,,, BETTE S T ООО cm“. 


23. Raskite nuspalvintos dalies plotą. 


22. Apskaičiuokite plotą skritulio nuopjovos, Га ДАВС = 30°, ОВ = 6. 
kurios lankas уга 60°, о skritulio spindulys Rasti: S. 
lygus 5 em. Sprendimas. 


Figūros plotas lygus lygiašonio trikampio 4ОВ, 
kurio kampai prie pagrindo lygūs 30°, o šoninės 


Duota: ОА = 5 ст, ZAOB = 60°. kraštinės ВО = ОА = 6, ir skritulio išpjovos 


Rasti: 5,.,. бр» kurios kampas lygus 60^, plotų sumai, t.y. 
Sprendimas. S = Son + Sa 
Kadangi nuopjovos lankas mažesnis už Trikampio АОВ plotas: 
usapskritimį, tai taikysime formulę: 2 o "(909 о 
pusap į, tai taiky ę S _ ВО? ѕіп120° _ 36 sin(90° +30 kasos a d 
ANE = ues =S or’ 2 2 
Eun | 2 -67-60 
Apskaičiuojame S,,, : Išpjovos plotas Są = nr а ке T n) 
? 360 360 
Tra 1.25.60 25m , 
S ==, S, s— — =F cn". 
360 360 6 Vadinasi, figūros plotas 5 = 94/3 + 6r = 3645 + әл) 
Apskaičiuojame 48, о. 
Trikampis АОВ yra lygiakraštis, nes ОА-ОВ ir ZA= ZB = 60°. Atsakymas. 30,3 + 22), 


Vadinasi, AB =5 cm. 
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Duota: ZAOB = 60°, AO = BO = R. 
B Rasti: CO, ir Say. 
Sprendimas. 
5 лға _ TR? -60° _ nR? 
“ 36 =" 360° 67 
Į kampą АОВ įbrėžto apskritimo centras О, yra 
to kampo pusiaukampinėje OD. 


Vadinasi, «лор = 08, ty. ZAOD = 30°. Taškas С yra 


apskritimo ir išpjovos spindulio lietimosi taškas. 
Pažymime: СО, = r. Kadangi CO, L OC, tai А СОО yra status. 


Каскад, 00 ac 00, „= 
OO, sin COO, sin 309 
Kadangi DO +00=R, ty. r+2r=R, arba 3r =R, tai 
R 
r=—. 
3 


Vadinasi, CO, =. x 
Atsakymas. 2 ir С 


25. Į skritulį įbrėžto kvadrato kraštinės ilgis lygus a. Raskite skritulio 
nuopjovos, kurią atkerta kvadrato kraštinė, plotą. 


Duota: AB = a. 
Rasti: Snop 


Sprendimas. 
Skritulio išpjovos plotas 
2 
$ = 2. ia a= /АОВ -90*. 
" 360° 
T$ stačiojo A AOB , remdamiesi Pitagoro teorema, gauname: 


АО? + ВО" = AB’, 240! = AB", 40 - а, 
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У2а — а? .90°%л ат 


= R, todėl R = MS ir 5, = Lam 
AO - R, todé 2 ir Sy ETLE 
2 2 
Trikampio АОВ plotas S,,,, = 22, бу. Ж „2 
2 2 2 
= 
mA 5% "< Aat е ) 


2 
Atsakymas. 25-2) 


Duota: R 28cm. 


[ah N Rasti: Sus, , l. 
Z 


Sprendimas. 
Taisyklingojo šešiakampio kraštinę 
pažymėkime raide a. Tada taisyklingojo 


3a*43 


šešiakampio plotas S,, = = 


Ф 


Ai 


Kadangi a = 2R, ty. a=2-8=16, tai 5,, 238443 cm“. 
(n-2)-180° 
n 
skaičius). Neužbrūkšniuotą taisyklingojo šešiakampio dalį sudaro šešios 
skritulio išpjovos. Kadangi skritulio spindulys yra R, o išpjovos centrinis 

kampas a = 120°, tai vienos skritulio išpjovos plotas уга 
_ пЕ?а _ TR? -120° _ nR? 

"Wi agi A 4 

Kadangi išpjovų yra šešios, tai neužbrūkšniuotos taisyklingojo 
šešiakampio dalies plotas yra 

5. = 6° S4, = 287. 

Tada užbrūkšniuotos figūros plotas 

Sas 


Visi šešiakampio kampai lygūs po 120° (a, = , n- kampų 


‚ ty 


„= Sys. 5а, 54738443 -128n = 1286/3 = п)ст". 
Užbrūkšniuotos figūros kontūrą sudaro du apskritimai, todėl kontūro 
ilgis yra / -4лЕ, ty. | 232r cm. 


Atsakymas. 1286845 - п)ст? ir 1=32п ст. 
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4.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 4. Apskaičiuokite pažymėto lanko x didumą. 


1. Pagal brėžinio duomenis apskaičiuokite kampą x. a) D 2 қ “ы i: 
a) b) c) 
2 % 
A AAO Y Š 
S 168? 


Ec . Pagal brėžinio duomenis apskaičiuokite x. 


e) f) 

> OFTA 
VN E ) 
— s 

P s 


i) 6. Per šalia apskritimo esantį tašką nubrėžtos dvi kirstinės, sudarančios 
NX smailuji kampa. Raskite ta kampa, kai tarp kirstiniu esantys lankai 
lygūs 150? ir 48°. 
7. Apskritimo stygos MN ir SP susikerta taške K. Kampas PKN lygus 32°, 
o lankas PN lygus 44?.Raskite lanko MS didumą. 


280% 8. Centrinis kampas KBR 72? didesnis už įbrėžtinį kampą, besiremiantį į 
lanką KR. Raskite kiekvieną tų kampų. 


kai: 9. Į apskritimą įbrėžtas trikampis, kurio viena kraštinė yra apskritimo 
а) UKL = 50°, ӘКІМ = 100°, skersmuo. Raskite lankus, į kuriuos dalija apskritimą trikampio 
b) ӘКІ, = 56°, UML = 220“, viršūnės, jei vienas trikampio kampas lygus 34“. 


с) UKM =100°, U KML = 240°, 


d) UKM =160°, U ML -120*. 10. Į apskritimą įbrėžtas lygiašonis trikampis, kurio pagrindas atkerta 68 


lanką. Raskite trikampio kampus. 


3. Taškai Æ ir B apskritimą dalija į du lankus, kurių mažesnysis Же m : E | 
: sxs ss p» 11. Apskrit ti taškai A, B, C, O — yr: krit tras. Raski 
lygus 1409. Taškas M didesnįjį lanką dalija santykiu 6 : 5, pradedant pk pega қалар m аракиишо centras. изи 
nuo taško А. Raskite ВАМ. „kai ZAB , AB : 


180 181 


12. Apskritimas padalytas | lankus AB, ABC іг CA, kuriu santykiai 
6:7:11. Taškai А, B, іг C sujungti atkarpomis. Raskite gautojo 
trikampio kampus. 


13. Keturkampio, įbrėžto į apskritimą, priešingi kampai sutinka kaip 2 : 3 ir 
4:5. Raskite keturkampio kampus. 


14. Trikampis ABC įbrėžtas į apskritimą, 
kurio centras O. 
ZABC = 60°, AC =18 cm. 
Apskaičiuokite apskritimo spindulio ilgį. 


15. Pagal brėžinio duomenis apskaičiuokite nurodytos atkarpos ilgį x. 


16. Apskritimo stygos AB ir CD susikerta taške E. Raskite ED, kai 
AE =16, ВЕ =9, СЕ = ED. 


17. Per tašką А nubrėžta apskritimo liestinė АВ (B — lietimosi taškas) ir 
kirstinė, kuri apskritimą kerta taškuose C ir D. Raskite CD, kai 
AB=4, AC=2. 


18. Dvi apskritimo liestinės kertasi smailiu kampu taške, kurio atstumas 
nuo centro lygus 25. Atstumas tarp lietimosi taškų lygus 24. Raskite 
apskritimo spindulio ilgį. 


19. Statmuo, nuleistas iš apskritimo taško į skersmenį, dalija jį į atkarpas, 
kurių ilgių skirtumas lygus 18. Raskite apskritimo skersmens ilgį, kai 
statmuo lygus 12. 


20. Iš taško A, esančio šalia apskritimo, išvesta liestinė ir kirstinė. 
Atstumas nuo А iki lietimosi taško 16, о atstumas nuo A iki vieno iš 
susikirtimo taškų su apskritimu — 32. Raskite apskritimo spindulį, jei 
kirstinės atstumas iki centro lygus 5. 


182 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


Vieno iš dviejų besiliečiančių apskritimų spindulys lygus 1, o šių 
apskritimų bendros liestinės atkarpos, esančios tarp lietimosi taškų, 
ilgis lygus 4. Raskite kito apskritimo spindulio ilgį. 


Styga, kuri kerta apskritimo skersmenį, sudaro su juo 309 kampą ir 
dalija skersmenį į atkarpas, lygias 2,8 ir 7,4. Raskite stygos atstumą iki 
apskritimo centro. 


Statmuo, nuleistas iš apskritimo taško į skersmenį, dalija jį santykiu 
9:16. Raskite atstumų nuo šio taško iki statmens galų sumą, kai 
apskritimo spindulys lygus 25. 


Didesniojo apskritimo stygos AB ir CD B 
liečia mažesnįjį koncentrinį apskritimą. 
Įrodykite, kad AB = CD. C г) 


Apskritimo stygos AB ir CD kertasi taške М, АМ =8cm, 
DM =10 cm. Raskite stygų ilgius, jeigu CM + MB = 9 cm. 


Apskritimo styga, kurios ilgis yra 8 cm, kerta kitą stygą ir dalija ją į 
3 cm ir 4 cm ilgio atkarpas. Į kokias dalis sankirtos taškas dalija pirmąją 
stygą? 


Du apskritimai, kurių spinduliai yra 3 ir 1, liečiasi išoriniu būdu. 
Raskite atstumą nuo apskritimų lietimosi taško iki jų bendros liestinės. 


Apskritimo spindulys lygus 11 cm. Taškas P nutolęs nuo apskritimo 
centro atstumu, lygiu 7 cm. Per šį tašką išvesta 18 cm ilgio styga. Į 
kokio ilgio atkarpas taškas P dalija šią styga?. 


Du apskritimai liečiasi viename taške. Pirmojo apskritimo liestinė eina 
per antrojo apskritimo centrą. Atstumas nuo lietimosi taško iki centro 
lygus antrojo apskritimo skersmeniui. Raskite skritulių plotų santykį. 


Iš apskritimo vieno taško nubrėžtos 10 cm ir 12 cm ilgio stygos. 
Atstumas tarp jų vidurio taškų lygus 5 cm. Raskite apskritimo spindulį. 


15 cm spindulio skritulyje 13 cm atstumu nuo centro pažymėtas taškas 
M. Per jį nubrėžta 18 cm ilgio styga. Raskite atkarpų, į kurias taškas M 
dalija šią stygą, ilgius. 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


Du koncentriniai skrituliai sudaro Zieda, kurio plotis 8. Didesniojo 
skritulio styga lygi 32 ir liečia mažesnį skritulį. Raskite kiekvieno 
skritulio spindulį. 


Apskaičiuokite žiedo plotą, kai žiedo 
plotis lygus 7, o išorinis žiedo skersmuo 
lygus 53. 


Skritulio spindulys yra 8cm. Iš šio 
skritulio išpjauta išpjova, kurios centrinis 
kampas lygus 120°. Apskaičiuokite: 

a) išpjovos lanko ilgį, 

b) likusios skritulio dalies plotą. 


Sieninio laikrodžio švytuoklės švytavimo kampas lygus 38%, lanko, kurį 
nubrėžia švytuoklės galas, ilgis lygus 24 cm. Raskite švytuoklės ilgį. 


Geležinkelio posūkio spindulys lygus 5 km, o posūkio lanko ilgis - 
400 m. Koks posūkio lanką atitinkančio kampo didumas? 


Raskite nuspalvintos skritulio dalies plotą. 


38. 


39. 
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Paveiksle pavaizduotas pusskritulis su B 

skersmeniu AD. Lankų АВ ir CD C 
kampiniai matai lygūs 45% Raskite 

pusskritulio plotą, jei užbrūkšniuotos 

figūros plotas lygus S. A О D 


Išpjovos spindulys 6 ст, o išpjovos lanko ilgis lygus 147 ст. 
Apskaičiuokite: 

a) tą lanką atitinkančio kampo didumą, 

b) šios išpjovos plotą. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Išpjovos lanko ilgis 10x ст, o šį lanką atitinkantis kampas lygus 300°. 
Apskaičiuokite: 

ajišpjovos spindulį, 

b) šios išpjovos plotą. 


120? 


Apskaičiuokite plotą skritulio nuopjovos, 
kurios lankas 120% o skritulio spindulys 
lygus 6 cm. ` 


Vieno iš dviejų koncentrinių apskritimų 
spindulys lygus R, kito 2R. Didesniojo 
apskritimo styga АВ liečia mažesnįjį 
apskritimą. Apskaičiuokite: 

a) užbrūkšniuotos didesniojo skritulio 
nuopjovos plotą, 

b) užbrūkšniuotos nuopjovos perimetrą. 


Apskritimas liečia kampo kraštines. 
Pagal brėžinio duomenis apskaičiuokite 
užbrūkšniuotos figūros: 

a) perimetrą, 

b) plotą. 


Trikampis АВС - lygiakraštis. Jo 
kraštinės ilgis lygus а. Iš kiekvienos 
trikampio viršūnės spinduliu a nubrėžti 
lankai AB, BC, CA. Apskaičiuokite 
užbrūkšniuotos figūros plotą. 


Centrinis išpjovos kampas lygus 90°, o spindulys R. Raskite į šią 
išpjovą įbrėžto apskritimo spindulį ir išpjovos plotą. 


Į skritulį įbrėžto kvadrato kraštinė atkerta nuopjovą, kurios plotas yra 
lygus 2x — 4. Raskite kvadrato plotą. 

Į skritulio išpjovą, kurios lankas 60%, įbrėžtas skritulys. Raskite to 
skritulio ir išpjovos plotų santykį. 

Apie kvadratą, kurio kraštinė a, apibrėžtas apskritimas. Į vieną iš 
susidariusių nuopjovų įbrėžtas kvadratas. Raskite jo plotą. 
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5 skyrius. Daugiakampiai, daugiakampių lygumas іг 
panašumas. Taisyklingieji daugiakampiai 


5.1. Trumpa teorinė medžiaga 


Jei daugiakampis yra vienoje pusėje tiesės a 
atžvilgiu, tai jis yra iškilusis. 
a 
қ S 
а, 


Jei daugiakampis néra vienoje puséje tiesés 
a atžvilgiu, tai jis уга neiškilusis. 


Iškiliojo n — kampio kampų suma lygi 
{ a, 180*(n – 2). 


Iškiliojo n — kampio priekampiu suma 
а; a, lygi 360? 


а ta, +0, t.a, -3609. 
9 Daugiakampių lygumas 


Du daugiakampius vadiname lygiais, jei 
uždėjus vieną ant kito (gal ir apvertus) jie sutampa. 
Lygių daugiakampiu atitinkamos kraštinės іг 
atitinkami kampai yra lygūs. 


C 
B, D, 
E, 
Ж Jei ABC,DE, = AB,C,D,E, „tai AB, = А,В,, 
B ` D, BC, = B,C,, CD, = C,D,, DE = D,E,, 
2 
ЕА = Е,4,; 
E ZA =Z 4, ZB ZB, ZG = ZC,, 
* “D.=¿ZD,, ZE, = ZE,. 
4 
9 Daugiakampių panašumas 
Du daugiakampiai vadinami panašiaisiais, jei vienas gautas iš kito jį 
padidinus (sumažinus). 
Panašiųjų daugiakampių atitinkami kampai yra lygūs, o atitinkamos 
kraštinės proporcingos. 
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Paveiksle pavaizduoti рапабей daugiakampiai 4,A,...A, „A, ir 


B,B,...B, B,. Ж 3 


Bai 

4,1 В, 

А, B, 
4, 


Daugiakampio 44...44, kraštinės уга ДА,,.,А,|А,,4,4, O 


п-1< п 


daugiakampio В,В,...В, |В, kraštinės уга B,B,.., B, B.B B. Pagal 


panašiųjų daugiakampiu apibrėžimą, jeigu 4,4,...4, ~ B,B,...B,, tai 
ZA-ZB, ZA = ZXB,,..., ZA, = ZB,. 


čia k — panašumo koeficientas. 


Panašiųjų daugiakampiu perimetrų santykis lygus tų daugiakampiu 
panašumo koeficientui. 


Paveiksle pavaizduotiems panašiesiems daugiakampiams ši savybė 
užrašoma šitaip: 


čia P, — daugiakampio 4,4,..4, perimetras, о P, — daugiakampio 
B,B,...B, perimetras. 


Panašiųjų daugiakampių plotų santykis lygus panašumo koeficiento 
kvadratui. 


Paveiksle pavaizduotiems panašiesiems daugiakampiams ši savybė 
užrašoma šitaip: 


з, (44 


S, B, B, 


čia S, - daugiakampio 444,..4, plotas, о S, — daugiakampio 
B,B,...B, plotas. 
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9° Įbrėžtiniai ir apibrėžtiniai daugiakampiai. Taisyklingieji Lygiakraštis trikampis (n —3) 
daugiakampiai. 
Visų kampų suma lygi 180“. 
Daugiakampis, kurio viršūnės yra apskritimo Kiekvienas vidaus kampas z= 60°. 
taškai, vadinamas įbrėžtu į apskritimą 
(įbrėžtiniu) daugiakampiu, о apskritimas — 
apibrėžtu apie daugiakampį (apibrėžtiniu) 


а= R43, а= 243ғ, 


3 
apskritimu. R= EE R=2r, 
. | ; Жы аУ3 
Daugiakampis, kurio kraštinės liečia r= 6 


apskritimą, vadinamas apibrėžtu аре 
apskritimą (apibrėžtiniu) daugiakampiu, o 
apskritimas - įbrėžtu į daugiakampį Kvadratas (п = 4) 
(įbrėžtiniu) apskritimu. Р 
Visu kampu suma lygi 360 . 
Kiekvienas vidaus kampas с = 90°. 
Iškilasis daugiakampis, kurio visos kraštinės lygios ir visi kampai 
lygūs, vadinamas taisyklinguoju daugiakampiu. 


Į bet kurį taisyklingąjį daugiakampį galima įbrėžti apskritimą ir apie 
bet kurį taisyklingąjį daugiakampį galima apibrėžti apskritimą. Įbrėžtinio ir 
apibrėžtinio apskritimų centrai yra viename taške. Tas taškas vadinamas 


taisyklingojo daugiakampio centru. 
Taisyklingojo » — kampio visų kampų suma 


е; сты 
/ N apskaičiuojama pagal formule: 
( ) n-2)-180“, Taisyklingasis šešiakampis (л = 6) 


> о kiekvienas kampas о. randamas remiantis Visų kampų suma lygi 7209. 
J : Kiekvienas vidaus kampas а- 120”. 
A A á 


X formule: 


ч" Ryšys tarp taisyklingojo daugiakampio kraštinių, įbrėžto ir 
apibrėžto apskritimų spindulių: 


o o o 
a, = 2Rsin 180 Z а, = 2rtg 180 > Қар Жет... Ж 
п п п 


kur n — taisyklingojo n — kampio (kraštinių) skaičius, а, - taisyklingojo z — 
kampio kraštinės ilgis, R — apibrėžtinio apskritimo spindulys, r — įbrėžtinio 
apskritimo spindulys. 
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Taisyklingojo daugiakampio plotas 


пат 1... 360 
t Eo ы Ат S-—Rnsin——; 


čia n — kraštinių skaičius, 
а, — taisyklingojo n — kampio kraštinės ilgis, 
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R — apie taisyklingaji daugiakampį apibrėžto apskritimo spindulys, 
r — | taisyklingąjį daugiakampi įbrėžto apskritimo spindulys, 


p — pusperimetris. 


Lygiakrašëio trikampio plotas 


2 
ç = 8 45. $238 р, S 23457; 


45 


au ad (h=R+r; R:r22:) 


Kvadrato plotas 


5.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


1. Įrodykite, kad iškiliojo daugiakampio visų priekampių suma lygi 360°. 


Sprendimas. 
Bet kokio daugiakampio kampų suma lygi 180*(n – 2). Prie virSünés 
esantis vidaus kampas ir priekampis sudaro ištiestinį 180? kampą. 
Vadinasi, iškiliojo daugiakampio visų priekampių suma lygi 
18092 —180*(n – 2) = 18091 — 18091 + 360° = 360? . Tai ir reikėjo įrodyti. 


2. Į 60? didumo kampą žiūrime pro tris kartus didinantį stiklą. Kokio 


didumo kampą matome pro šį stiklą? 


Sprendimas. 
Abu kampai yra panašios figūros. Panašių figūrų atitinkami kampai 
lygūs, todėl pro tris kartus didinantį stiklą matome 60? didumo kampą. 
Atsakymas. 60“. 


Duoti du kvadratai. Žinoma, kad pirmojo kvadrato perimetras yra 
Б -24ст, o panašumo koeficientas k = 6. Apskaičiuokite antrojo 


kvadrato perimetrą P, . 


Sprendimas. 
Kvadratų perimetrų santykis lygus panašumo koeficientui, todėl 


=k, arba A -6. Iš šios lygybės randame, kad Р,-6-Р, ty. 


1 


P, =6-24=144cm. 


2 


>o |:o 


Atsakymas. 144 cm. 


Duoti du kvadratai. Zinoma, kad pirmojo kvadrato plotas yra 
S, =36 ст’, o panašumo koeficientas k =3 . Raskite antrojo kvadrato 


plotą S,. 


Sprendimas. 
Kvadratų plotų santykis lygus panašumo koeficiento kvadratui, todėl 


Жыш, arba á-»y =9. Taigi S=. Iš šios lygybės randame, kad 


1 1 1 
S, =9-5,,ty. S, 29.362 324cm'. 
Atsakymas. 324 стг. 
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5. Kiek kraštinių turi taisyklingasis daugiakampis, kurio vienas kampas 


lygus 156°? 


Sprendimas. 
Kadangi taisyklingojo п- kampio dvisienio kampo didumas lygus 
(1-2): 180 к (n - 2).180? рен 
п п 
Išsprendę šią lygtį, randame, Кай л = 15. Vadinasi, taisyklingasis 
daugiakampis turi 15 kraštinių. 
Atsakymas. 15. 


6. Ar egzistuoja taisyklingasis daugiakampis, kurio vidaus kampų suma 
lygi 108092 


Sprendimas. 
n - kampio vidaus kampų suma lygi (n - 2). 180°. 
Sudarome lygtį (n – 2)-180° = 1080°. 
Ją išsprendę, randame, Кай п-8. Vadinasi, šis taisyklingasis 
daugiakampis yra aštuoniakampis. 


Atsakymas. Toks taisyklingasis daugiakampis egzistuoja. 


7. Lygiakraščio trikampio plotas 945 сті. 
kraštines ir aukštines. 


Raskite šio trikampio 


B Duota: АВ = ВС = AC, 5 -943 ст’. 
Rasti: AB, BD. 
Sprendimas. 
Kadangi lygiakraščio trikampio plotas 
A D C 5-42, ігі 23 ор, шы 42-6 


Išsprendę šią lygtį, randame, ol a=6 ira--6 (netinka ). 

Lygiakraščio trikampio АВС visos kraštinės lygios t.y. 

AB =BC = AC =6cm. 

Lygiakraščio trikampio visos trys aukštinės lygios, todėl pakanka rasti 
vieną iš jų, pavyzdžiui, aukštinę BD. 

Jos ilgį galima rasti dviem būdais. 
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1 būdas. 


AC-BD .. Žž 93 sS on 


Kadangi 5 = —————, tai BD = ——.Taigi BD = 
2 AC 


2 büdas. 
Lygiakraščio trikampio visi kampai lygūs ро 60“, todėl i$ stačiojo 
A ADB randame: 
BD = AB -sinA, BD = 6sin60° = 6-2. = 3/3 on. 


Atsakymas. 6 cm ir 3/3 ст. 


Lygiakraščio trikampio kraštinė lygi 12 ст. Apie šį trikampį apibrėžtas 
apskritimas ir į trikampį įbrėžtas apskritimas. Apskaičiuokite : 


a) trikampio plotą, 
b) į šį trikampį įbrėžto apskritimo spindulį, 
с) apie šį trikampį apibrėžto apskritimo spindulį. 


Duota: AB = BC = AC =12 cm. 
Rasti: a) Suec b)r, ©) R. 


Sprendimas. 


а 3 12:45 


a) Suse == s = 212 3643 ст?. 


b) Į trikampį ABC įbrėžto apskritimo spindulį r 
galime rasti dviem būdais. 


1 būdas. 
Kadangi r = Bs tai r = = =B. cm. 
2 būdas. 


Įbrėžto apskritimo spindulį galime rasti taikydami formulę r = S ac 2 


čia p — trikampio pusperimetris. 


Kadangi р=3а, tai p 218 ст. Tada r= „5 ом, 
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с) Apie trikampį АВС apibrėžto apskritimo spindulį R galime rasti taip 
pat keliais būdais. 


1 būdas. 


Kadangi žinome, kad R = = „tai R= 2 = 445 cm. 


2 būdas. 
Apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulį R = AO galime rasti iš 
stačiojo A АОР. Kadangi AD = 54С, ty. AD = T 12-бст, о 
Ор=ү= 243 cm, tai, taikydami Pitagoro teorema, randame: 


AO: = AD? +ОР?, ty. Rè = 6° +043] =48. 
Vadinasi, R = 443 cm. 


3 büdas. 
abc а? 
R randame taikydami formulę R = = 7 
á ҚАТЕ ТЫК, 


Kadangi a=12cm, о S, -3643 cm^, tai apie trikampį ABC 
3 
apibrėžto apskritimo spindulys R = M i s 443 ст 


4365 43 
Atsakymas. a) 3643 сті, b) 245 cm, c) 448 cm. 


9. Į apskritimą, kurio spindulys E cm, įbrėžtas lygiakraštis trikampis. 


Apskaičiuokite trikampio plotą. 


B Duota: 40 = R = žo cm. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 


5 


Taikydami formulę R = =з (R – apie 


E C 
ono": trikampį apibrėžto apskritimo spindulys), 


randame trikampio kraštinę: 
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a = R.B, a L ы Таірі a -18 cm. 
Tada lygiakraščio trikampio plotas 


2 2 
5-4 45 ty. saN is eme, 


Atsakymas. 81/3 cm“. 


B Rasti: 8,2: Saunos 
Sprendimas. 
Apie skritulį apibrėžto taisyklingojo trikampio 


ABC kraštinės ilgį rasime taikydami formulę: 
1809 
Ул 


а, —-2: rtg ——; čia ғ = OE -į lygiakraštį 
n 
trikampį ABC įbrėžto skritulio spindulys. 
Kadangi n=3,tai a, =2-r ·1260° = 243 r. 
Taigi AB = BC = AC = 243r. 
Į skritulį įbrėžto taisyklingojo trikampio EFG kraštinės ilgį rasime 
taikydami formulę: 
o 
a, -2R ness čia АК = ОЕ -apie lygiakraštį trikampį EFG 
n 
apibrėžto skritulio spindulys. 
Kadangi n =3, tai a, = 2Rsin60? = J3R. 
Taigi EF = FG = EG = «ЗК. 
Randame lygiakraščių trikampių ABC ir EFG plotus: 
2 2 2 
s = 2843 iue ИСНЕ d "Уз 43/3 r Уз = 34/3". 


_ ЕЕЗ  Wan]43 3R43 
4 2 


4 
Kadangi Ё = ғ, nes spindulys yra vienas іг tas pats, tai 


Atsakymas. " 
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11. Lygiakraščio trikampio pusiaukraštinė lygi 343. Iš šio trikampio 
viršūnių spinduliu, lygiu 3, nubrėžti apskritimai. Raskite 
užbrūkšniuotos figūros kontūro ilgį ir plotą. 
Duota: ВК = 343, AK =3. 


Rasti: Spl 


Sprendimas. 


Pažymime: AB =a. Tada AK = = 
I$ stačiojo trikampio АКВ, taikydami Pitagoro 


K 2 
teoremą, gauname: BK? = АВ? — АК", arba 6.5) = а? 2 Gavome 


kvadratinę lygtį, kurioje nežinomasis yra a. Išsprendę šią lygtį, randame, 


kad a=6 (а = –6 netinka). 
2 
a 2 А S 55. 9.53. 


AABC 


Trikampio АВС plotas S, = 


Trikampis АВС yra lygiakraštis, todėl Z4 = ZB = x = 609, 
Neužbrūkšniuotą trikampio dalį sudaro trys vienodos skritulio išpjovos, 
AKL, CKM ir BLM. 


To А А пК?а 
Šių išpjovų plotai уга lygūs: $,, = Scu = Smm = T 
2 

Kadangi а = 609, tai vienos išpjovos plotas S,, = nes 


Vadinasi, neužbrūkšniuotos trikampio dalies plotas lygus visų trijų 
minėtų skritulio išpjovų plotų sumai, ty. ¿a = 35; , arba 
2 
— = лу, Taigi neužbrūkšniuotos trikampio dalies plotas 
6 2 
lygus pusei skritulio ploto. 
Užbrūkšniuotos figūros plotą rasime iš trikampio ploto atėmę pusę 
skritulio ploto: 


Sa = Syne 7 Sa Ly. 5, =945-19r=93 -452 =A 43-2), 


Užbrūkšniuotos figūros kontūro ilgis lygus pusei apskritimo ilgio. 
Kadangi apskritimo ilgis lygus 2xR, tai figūros kontūro ilgis 
pos a ai Kadangi R= AK =3, tai / = Зл. 

2 п 
Atsakymas. (5 -£ ir Эл. 
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12. Raskite užbrūkšniuotos figūros plotą, jei АВ = BO = 10. 


Sprendimas. 
Pastebėkime, kad АО = BO =10. Vadinasi, 
AB = AO = BO =10. А АОВ - lygiakraštis, 
todėl ZAOB = a = 60°. 


Randame trikampio АОВ plotą: 
AB? УЗ m 
S uos = 4. 7 Suo = = 2543. 


Randame skritulio išpjovos, kurios centrinis ES a = 609, plotą: 
_ nR'a _ 100x 50x 
ЖЕ un 6 3 
Užbrūkšniuotos figūros (skritulio nuopjovos) plotas: 


CN NET mr = -2543 = 482 n-43 J 


Atsakymas. 82 п 4) 


13. Kvadrato istriZainé lygi 12 cm. Raskite kvadrato plota. 


D C Duota: AC =12 cm. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
A p Kvadrato plotas S = АВ”, 


Iš stačiojo A 4BC , taikydami Pitagoro teoremą, randame: 
АВ? + BC! = АС". Kadangi AB = BC, tai 2AB' = AC". 
Iš šios lygybės randame kvadrato kraštinės AB ilgį: 


^b cut 212 aq242 12/2 ea 


су. AB 


UA £ 64 s 


Tada kvadrato plotas S = (6/2 | = 72 cm“. 


Atsakymas. 72 cm“. 


14. Kvadrato plotas lygus 8 cm“. Raskite kvadrato įstrižainę. 


Duota: S = 8 стг. 
Rasti: AC. 
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D C Sprendimas. 
Sea, ded$, a-48 = N2 cm. 
I$ А ABC randame AC: 


AC? =2а?, AC = 42a, AC = 4 cm. 
Atsakymas. 4 cm. 


15. Kvadrato įstrižainė padidėjo 20 Yo. Keliais procentais padidėjo kvadrato 


plotas? 


Sprendimas. 
Sakykime, kad pradinio kvadrato įstrižainė yra 
d. 
Tada padidėjusio kvadrato įstrižainė lygi 1,2 d. 
2 
Pradinio kvadrato plotas S = ©. 


2 › 
o padidéjusio kvadrato plotas S, = (24) ш UU 


2 
2 2 2 
Kvadratu plotų skirtumas уга 5, – S = c - 5. = E j 


0,444" 


о tai sudaro procentų: = :100 26 = 44%. 


2 
Atsakymas. Plotas padidéjo 44 %. 


16. Kvadrato plotas padidėjo 21 Yo. Keliais procentais padidėjo jo kraštinė? 


Sprendimas. 
Sakykime, kad pradinio kvadrato plotas yra S, 
o kraštinė a. Tada padidėjusio kvadrato plotas 
S, = 1,21 S (nes 21 % padidėjo), о jo kraštinė а,. 
Pradinio (mažesniojo) kvadrato plotas S=a'. Tada pradinio 
(nepadidėjusio) kvadrato kraštinė a = JS. 


Didesniojo kvadrato plotas S, =a;, афа 1218-а). 
Tada didesniojo kvadrato kraštinė a, = 41218 = LIVS š 
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Skirtumas tarp kraštiniu ilgiu yra a, —a = LIVS - JS = 014/5. 


014/5 


Tai sudaro procentų: ——=— ·100% = 10%. 


JS 


Atsakymas. Kvadrato kraštinė padidėjo 10 %. 


. Keliais procentais reikia sumažinti kvadrato įstrižainę kad jo plotas 


sumažėtų 51 %? 


Sprendimas. 
Sakykime, pradinio kvadrato plotas lygus S, o įstrižainė — d. 
Tada sumažėjusio kvadrato plotas lygus S, = 5 – 0,515 = 0,495, о 
įstrižainė — dj. 
Kvadratų istriZaines galima išreikšti taip: 


2 2 
5-5, d = 428, о antrojo kvadrato — 0495 = 2..4 = 0,7425. 


Skirtumas tarp įstrižainių d - d, = J25 -0/7428 2053428. 


0,3425 
25 


Tai sudaro procentu -100% = 30%. 


Atsakymas. Kvadrato įstrižainę reikia sumažinti 30 96. 


18. Kvadrato kraštinė lygi 442 cm. | šį kvadratą įbrėžtas apskritimas, o 
apie kvadratą apibrėžtas apskritimas. Apskaičiuokite: 

a) kvadrato plotą, 

b) į šį kvadratą įbrėžto apskritimo spindulį, 

c) apie šį kvadratą apibrėžto apskritimo spindulį. 


E Duota: АВ = BC = CD = AD = a = 442 cm. 
ЖС Rasti: a) 8,, b)r, c)R. 
Sprendimas. 
A 4 VN C a) Kvadrato plotas 5, = a°, t.y. 
` 5, =i.) =з cm". 
hw A b) Kadangi į kvadratą įbrėžto apskritimo 
D 


spindulys r =a, tai r -242 em. 
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c) Apie kvadratą apibrėžto apskritimo spindulį R galime rasti dviem 


būdais. 
1 būdas. Kadangi R = -a tai R=4cm. 


2 būdas. Iš stačiojo А OEC, taikydami Pitagoro teoremą, randame: 
ос - 0E «EC, ос =(042) +(фЫЗ], nes ОЕ-ЕС-4- ty. 


OE = EC = N2. 
Vadinasi, OC? = R? =16, t.y. R = 4 cm. 


Atsakymas. a) 32 cm, b) 242 cm, c) 4 ст. 


19. [ apskritima, kurio skersmuo lygus 442 cm, įbrėžtas kvadratas. 
Apskaičiuokite šio kvadrato plotą. 


B Duota: AC = 442 cm. 
Ж. А Rasti: S,. 
М Sprendimas. 
4 C  Kvadrato plotas S, = a^. Kvadrato kraštinę a 
` galima rasti dviem büdais. 
1 būdas. 
D 


Iš stačiojo А ABC, taikydami Pitagoro 
teoremą, randame kvadrato kraštinę: 
AB! + BC = AC", arba а? +а? -(42) y. а? 16. 
Vadinasi, a = 4 cm. 


2 būdas. 


Kadangi apie kvadratą apibrėžto apskritimo spindulys R = 22 tai 
a- J2R. 
Bet R= 3 AC, ty. R= 22 = 242 cm, todėl kvadrato kraštinė 


а= 2.242 = 4 cm. 


Tada kvadrato plotas S, = a^, ty. S, = 4' =16 cm". 
Atsakymas. 16 cm“. 
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20. Į kvadratą įbrėžtas skritulys, o į skritulį - lygiakraštis trikampis. 


Raskite trikampio ir kvadrato plotų santykį. 


Rasti: 5, : 5,. 
| | Sprendimas. 
Taikysime formules taisyklingojo n — kampio 


| | kraštinės ilgiui skaičiuoti: 
тн 180° 180° 
"E 


а, =2R-sin——.,À а, -2r.tg 
n 


Remdamiesi šiomis formulėmis rasime lygiakraščio trikampio іг 
kvadrato kraštinės ilgius: 

a, = 2Rsin r = 2R sin 60? = JBR; čia R — apie lygiakraštį trikampį 
apibrėžto apskritimo spindulys. 

а, =2r-tg = =2r-tg45?=2r; čia r — į kvadratą įbrėžto apskritimo 


spindulys. 
Randame lygiakraščio trikampio ir kvadrato plotus: 


2 | i 2 
e „arba S, = Уз-к 3 SR ; 


4 4 
S, =a}, афа S, = (2r) «47. 
2 
Kadangi R = r, tai 5, БСН ir S, = 4R°. 
4 


Randame lygiakraščio trikampio ir kvadratų plotų santykį: 
3m 


S, : S, - 4 „23 
аю 16 


Atsakymas. an 
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21. Ant kvadrato kraštinių į išorinę puse nubrėžti lygiakraščiai trikampiai, 

kurių pagrindai lygūs kvadrato kraštinėms. Sujungę visas kvadrato 
išorėje esančias trikampių viršūnes atkarpomis, gausime keturkampį. 
Kam lygus gautojo keturkampio plotas, jei kvadrato kraštinė lygi a? 


Duota: AB - BC =CD = AD =a. 
Rasti: Stacy: 
Sprendimas. 
Keturkampio EFGH plotą skaičiuosime taip: 
8. M tS M 
Rasime trikampių EAF, AFB bei kvadrato 


ABCD plotus. Kadangi 
ZEAF + ZEAD + ZFAB + ВАР = 360“, 


ir ZEAD = ZFAB = 60° (trikampiai AED ir 
AFB yra lygiakraščiai) bei ZBAD = 90? (visi 
kvadrato kampai lygūs 90°), tai 

ZEAF -3609- ZEAD — ZFAB - ZBAD, ty. 

ZEAF = 360? — 60? — 60? — 90° = 150°. 

Trikampio EAF plota rasime taikydami formule 

Dé = EA- AF -sin EAF. 


Kadangi EA = AF =a, tai 


S =L a snis = La? sin(i80 305) - 1а? sin399 = 145.1... 
a Ž 2 2 2. 4 0s 
2 
Lygiakraščio trikampio AF plotas 5,,, = E 


o kvadrato ABCD plotas S pco = a^. 
Surašę gautąsias 5,,, 5, bei Saco išraiškas į (1) lygybę, randame 
keturkampio EFGH plotą: 


1 а Уз 
52 гух í +а? =a +2) 


Atsakymas. a (5 * 2) 
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22. Taisyklingojo šešiakampio kraštinė lygi 243 cm. Apie šešiakampį 
apibrėžtas apskritimas, o į šešiakampį įbrėžtas apskritimas. 
Apskaičiuokite: 

a) šešiakampio plotą, 
b) įbrėžto apskritimo spindulį, 
c) apibrėžto apie šešiakampį apskritimo spindulį. 


Duota: a = 245 . 
—— Rasti: а) S,,, b) r, c) R. 
⁄ ON 243 
Sprendimas. 
) а) Su = 3243 


( 5 
Mu S SNB] 5 ow! 
fef 2 : 


b) 1 būdas. Kadangi r = a tai r =3 cm. 


1843 


2 büdas. Taikydami formule r — E „randame, kad r = — = 3 cm, 
p 643 


nes taisyklingojo šešiakampio pusperimetris p -3а- 645 cm. 


с) Ra, R 2245 cm. 
Atsakymas. a) 1843 ст?, b) 3 em, c) 243 ст. 


23. Taisyklingojo šešiakampio plotas 2443 ст?. Apskaičiuokite: 
а) šešiakampio kraštinę, 

b) atstumą nuo šešiakampio centro iki kraštinės. 
Duota: $,, 22443 cm“. 
Rasti: ауа, b)r. 


Sprendimas. 
2 2 
а) Su = = ше а=4ст. 
243 cm. 


Atsakymas. a) 4 cm, b) 2.3 ст. 
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Duota: AB = BC = AC =a. 
Rasti: Sss.. 

Sprendimas. 
Prisiminkime, kad taisyklingojo n - kampio 


plotą galima apskaičiuoti taikant formule 
o 


S LIE жай ; čia R- apie 


taisyklingąjį n — kampį apibrėžto apskritimo 
spindulys. 
Kai n = 6, tai taisyklingojo šešiakampio plotas 
5, =l qe singe = 2. У Эуе, 
2 2 2 2 


Taigi $,, = SB gr 
Randame lygiakraščio trikampio ABC kraštinės ilgį: 


o o 
шей. a, = 2r -tg = 2r--tg60° = 2043. 
n 


Taigi lygiakraščio trikampio kraštinė a = 243. 
Iš šios lygybės galime išreikšti į trikampį АВС įbrėžto apskritimo 
spindulį: r = = 
243 


Lygiakraščio trikampio atveju atkarpa ОР уга į trikampį įbrėžto 
apskritimo spindulys, o jei nagrinėsime taisyklingąjį šešiakampį, tai atkarpa 
OD bus apie šešiakampį apibrėžto apskritimo spindulys. 


2 2 
Vadinasi, R = =—©— ir 2 _ УЗ3а н 
245 2 (243 8 
Atsakymas. 5 
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5.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Kiek kraštinių turi taisyklingasis daugiakampis, kurio vienas kampas 
lygus: 

a) 135°, Ы) 150°, с) 162° d) 160°? 

Kiek kraštinių turi taisyklingasis daugiakampis, kurio kiekvienas 
priekampis lygus: 

а) 45% ЬЫ) 24°, с)72°, d) 22*30"? 


Ar egzistuoja taisyklingasis daugiakampis, kurio vidaus kampu suma 
lygi: 
а) 1980°, b)1600?, с) 2700°, d) 1420?? 


Kiek kraštinių turi taisyklingasis daugiakampis, kurio kraštinė 2 kartus 
ilgesnė už atstumą nuo daugiakampio kraštinės iki jo centro? 


Lygiakraščio trikampio aukštinė lygi 8/3 cm. Apskaičiuokite 
trikampio: 

a) kraštinę, 

b) plotą. 


Lygiakraščio trikampio plotas lygus 10045 сті. Apskaičiuokite šio 
trikampio kraštinę. 

Apie trikampį apibrėžtas apskritimas, o į 

trikampį įbrėžtas apskritimas, kurio 

spindulys 243 cm. Apskaičiuokite: 

a) trikampio kraštinę, 

b) trikampio plotą, 

C) apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulį. 


Į apskritimą, kurio spindulys 342 cm, įbrėžtas lygiakraštis trikampis, o 
į šį trikampį įbrėžtas apskritimas. Apskaičiuokite: 

a) trikampio kraštinę, 

b) trikampio plotą, 

c) įbrėžto į trikampį apskritimo spindulį. 


Į trikampį, kurio plotas 9453 cm“, įbrėžtas skritulys. Apskaičiuokite šio 
skritulio plotą. 
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12. 
13. 


20. 


2 
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I$ skritulio formos metalo reikia išpjauti 
lygiakraštį trikampį, kurio kraštinė 6 cm. 
Apskaičiuokite: 

a) koks turi būti skritulio skersmuo (0,1 cm 
tikslumu), kad iš jo būtų galima 
pagaminti nurodytą trikampį, 

b) koks atliekų plotas (0,01 cm 2 tikslumu). 


„ Apskritimo spindulys 8. Mažesniojo iš 


lankų, apribotų styga MH, kampinis didumas 
lygus 60?. Raskite užbrūkšniuotos figūros H 
plota. 

M 
Kvadrato įstrižainė lygi 942. Raskite kvadrato kraštinę ir plotą. 


Kvadrato plotas lygus 36. Raskite atstumus nuo įstrižainių susikirtimo 
taško iki kraštinių. 


. Kaip pasikeis kvadrato plotas, kiekvieną jo kraštinę padidinus 3 kartus? 


„ Kiek kartų reikia sumažinti kvadrato kraštines, kad jo plotas sumažėtų 


25 kartus? 


. Kvadrato plotas padidėjo 69 96. Keliais procentais padidėjo jo 


įstrižainė? 


. Kvadrato įstrižainės ilgis sumažėjo 10 Yo. Keliais procentais sumažėjo 


kvadrato plotas? 


. Kvadrato plotas sumažėjo 36 %. Keliais procentais sumažėjo kvadrato 


kraštinė? 


. Į apskritimą, kurio ilgis 4r cm, įbrėžtas 


apskritimas. Apskaičiuokite: 
a) kvadrato plotą, 
b) įbrėžto į kvadratą apskritimo spindulį. 


Iš kvadrato, kurio perimetras lygus 16 
cm, reikia iškirpti didžiausio galimo 
ploto skritulį. Apskaičiuokite: 

a) skritulio plotą, 

b) likusios dalies plotą (0,1 cm 2. 


. Kvadrato plotas 144 ст2. Apskaičiuokite apie šį kvadratą apibrėžto 


apskritimo ilgį. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Apie apskritimą apibrėžtas kvadratas ir į tą patį apskritimą įbrėžtas 
kvadratas. Kiek kartų pirmo kvadrato plotas didesnis už antro kvadrato 
plotą? 


Į lygiakraštįį trikampį įbrėžtas 
skritulys, kurio spindulys lygus 8 cm, 
o į šį skritulį įbrėžtas kvadratas. 
Apskaičiuokite: 

a) trikampio plotą, 

b) kvadrato plotą. 

Į skritulį, kurio spindulys R, įbrėžtas 


kvadratas. Ant jo kraštinių (kaip 
skersmenų) і išorę nubrėžti 
pusskrituliai. Apskaičiuokite gautų 
keturių „mėnuliukų“ plotų sumą. 


Į kvadratą įbrėžtas apskritimas, kurio lygtis (x -2y 
Raskite kvadrato plota. 


+(у+1) =2. 


Į apskritimą, įbrėžtas taisyklingasis šešiakampis, kurio perimetras 
36 cm, o į šį šešiakampį įbrėžtas apskritimas. Apskaičiuokite: 

a) šešiakampio plotą, 

b) įbrėžto į šešiakampį apskritimo spindulį, 

с) apibrėžto ir įbrėžto skritulių plotų santykį. 

Taisyklingojo šešiakampio plotas 9645 cm'. Apskaičiuokite: 

a) šešiakampio perimetrą, 

b) įbrėžto į šešiakampį skritulio plotą. 


Apskaičiuokite  užbrūkšniuotos skritulio 
dalie plotą, kai įbrėžto į apskritimą 
taisyklingojo šešiakampio kraštinė lygi 3 cm. 


Į lygiakraštį trikampį, kurio kraštinė lygi 
6 cm, įbrėžtas apskritimas, о į šį apskritimą 
įbrėžtas taisyklingasis šešiakampis. 
Apskaičiuokite: 

a) apskritimo spindulį, 

b) šešiakampio plotą. 
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30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


31. 
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Taisyklingojo šešiakampio plotas lygus 15043 сті. Raskite atstumą 
tarp dviejų lygiagrečių šešiakampio kraštinių. 


Į apskritimą, kurio spindulys lygus 4 cm, 
įbrėžtas taisyklingasis šešiakampis. Į šį 
šešiakampį įbrėžtas trikampis taip, kaip 
parodyta brėžinyje. Apskaičiuokite 
užbrūkšniuotos figūros: 

a) perimetrą, 

b) plotą. 


Į taisyklingąjį šešiakampį įbrėžtas apskritimas, kurio centras A(0; 6), 
eina per tašką B(- 3; 2). Apskaičiuokite šešiakampio plotą. 


Į apskritimą, kurio lygtis (x+ 1) +(у -3) =9, įbrėžtas taisyklingasis 
šešiakampis. Apskaičiuokite: 

a) šešiakampio plotą, 

b) atstumą nuo apskritimo centro iki šešiakampio kraštinių. 


Apie taisyklingąjį šešiakampį 
apibrėžtas ir į jį įbrėžtas apskritimai. 
Didžiojo apskritimo ilgis lygus 4n. 
Apskaičiuokite: 

a) šešiakampio plotą, 

b) žiedo tarp apskritimų plotą. 


Reikia pagaminti taisyklingojo 
šešiakampio formos varžto galvutę su 
išpjauta skrituline ertme. (Brėžinyje 
matmenys nurodyti milimetrais). 
Apskaičiuokite galvutės priekinės 
dalies plotą. Atsakymą suapvalinkite 
iki vienetų. 


Ar yra toks taisyklingasis n — kampis, kurio centrinis kampas lygus: 
а) 7°, b) 5°? 
Jeigu yra, kiek jis turi kampų? 


Taisyklingojo aštuoniakampio kraštinė lygi 5. Raskite kraštinę 
kvadrato, lygiapločio su duotuoju aštuoniakampiu. 


6 skyrius. Vektoriai plokštumoje. 
Koordinačių metodas plokštumoje. 


6.1. Trumpa teorinė medžiaga 


7 Vektoriaus apibrėžimas. Vektorių rūšys. 
Vektoriumi vadinama kryptinė atkarpa, t.y. atkarpa, kurios nurodyta 
pradžia ir pabaiga. 


Jeigu taškas А yra šio vektoriaus pradžia, o 
taškas B šio vektoriaus pabaiga, tai vektorius 


кеш В žymimas AB B; spindulio AB kryptis vadinama 
vektoriaus АВ kryptimi, o atkarpos AB ilgis 
A — vektoriaus AB ilgiu. Vektoriaus AB ilgis 
žymimas [4B]. 

Vektoriai dažnai žymimi mažosiomis abėcėlės raidėmis, pavyzdžiui, 
a,b,c,d,eirtt. 

Paveiksle pavaizduotas vektorius a =AB. Vektoriaus ū ilgis 
žymimas la| . Taigi [48] = lá. 

Jeigu vektoriaus pradžia sutampa su jo pabaiga, tai vektorius 


vadinamas nuliniu (žymima 0 arba 0). Nulinio vektoriaus ilgis lygus 
nuliui. 


Vienetinis yra toks vektorius, kurio ilgis lygus vienetui. 


Du nenuliniai vektoriai vadinami kolineariaisiais jeigu jie yra vienoje 
tiesėje arba lygiagrečiose tiesėse. 


em rali 
P sad 


m ni 


Kolinearieji vektoriai gali büti: 

— vienakrypčiai ( vektoriai à ,b ir d) 

Užrašas á TT b reiškia, kad vektoriai à ir b 
vienakrypčiai. 

—  priešpriešiai ( vektoriai а ir с) 

Užrašas а 7/2 reiškia, kad vektoriai 2 ir c 
priešpriešiai. 
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Lygiais vektoriais vadinami kolinearieji vienakrypčiai vektoriai, kurių 
ilgiai vienodi. 

Priešingais vadinami kolinearieji priešpriešiai vektoriai, kurių ilgiai 
vienodi. 


æ Vektorių sudėtis ir atimtis. Vektoriaus daugyba iš skaičiaus. 


Dviejų vektorių a ir b suma vadinamas toks vektorius С, kurio pra- 
džia sutampa su vektoriaus d pradžia, o pabaiga — su vektoriaus b pabaiga. 
Dviejų vektorių sudėties trikampio taisyklė: norint rasti dviejų 
nenulinių vektorių 4 ir b sumą reikia nuo vektoriaus a pabaigos atidėti 
vektorių, lygų vektoriui b. Vektorių 4 ir b suma yra vektorius, kurio 


pradžia sutampa su vektoriaus 2 pradžia, o pabaiga — su vektoriaus b 
pabaiga. 


Pagal šią taisyklę galima sudėti ir kolinearius vektorius, nors juos 
sudėjus trikampis ir negaunamas. 


а асам к аласа а 
А at 
0-0 ' Ža 
m EAS E b 
» I! A —-— 1 
2-а-5 — 


Du nekolinearius vektorius taip pat galima sudėti pagal lygiagretainio 


taisyklę: dviejų nekolinearių vektorių G ir b suma yra vektorius, 
vaizduojamas lygiagretainio, kurio dvi gretimos kraštinės yra šie vektoriai, 
įstrižaine, einančia iš minėtų vektorių bendros pradžios. 


4 
£ 
— U 


en 
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Vektorių sudėties dėsniai 

1.|à 5 =Б+а| (sudėties perstatomumo désnis). 

2.|à *b)-e -à«lb +ë (sudėties jungiamumo dėsnis). 

3.là«0-a. 
Vektorių 2 ir Б skirtumu á —b vadinama vektoriaus d ir vektoriui 

b priešingo vektoriaus C5 ) suma, t.y. 2 – b=ū+ C b ) 


Vektorių atimties taisyklė: norint rasti vektorių 4 ir b skirtumą, 
reikia nuo vektoriaus 4 pradžios atidėti vektorių, lygų vektoriui 5; 
vektorius, kurio pradžia yra vektoriaus b pabaiga, o pabaiga – vektoriaus 
4 pabaiga ir yra vektorius 4-5. 


Nenulinio vektoriaus а ir skaičiaus k * 0 sandauga vadinamas 
vektorius kū =b , kurio ilgis 4]; vektoriai a ir ka уга vienakrypčiai, kai 
k > 0, priešpriešiai, kai k < 0. 


Nulinio vektoriaus ir bet kurio skaičiaus sandauga laikomas nulinis 
vektorius. 


ы 3 
ced P 
is 2 
k=} Bt. RW сама» 5 
| A 
Шы ж -2b 
sn k=-2 


Kad ir kokie būtų skaičius k ir vektorius G, vektoriai 4 ir kā 
kolinearüs. (-1)à уга vektoriui à priešingas vektorius, t.y. 
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Pagrindinės vektoriaus ir skaičiaus daugybos savybės: 


1. (u)à = k (la) (jungiamumo dėsnis); 
2. ка -5)- kū +kb 
з. (k+!1)ū =kū+1ū 


Visose lygybėse k, /- skaičiai, o Zir b — vektoriai. 


(pirmasis skirstomumo dėsnis); 
(antrasis skirstomumo dėsnis). 


9° Stačiakampė koordinačių sistema plokštumoje. Plokštumos 
taško koordinatės. 


Kai per plokštumos tašką išvestos dvi viena kitai statmenos tiesės, 
kiekvienoje jų pasirinkta kryptis (ji žymima rodykle) ir pasirinktas atkarpų 
matavimo vienetas, tai sakoma, kad plokštumoje turime stačiakampę 
koordinačių sistemą. Tiesės Ox ir Oy, kuriose pasirinktos kryptys, 
vadinamos koordinačių ašimis,Ox — abscisių ašimi, Oy — ordinačių ašimi. 

Taškas O — koordinačių ašių bendras taškas, vadinamas koordinačių 
pradžia. Koordinačių sistema plokštumoje žymima Oxy. Plokštuma, einanti 
per koordinačių ašis Ox ir Oy vadinama koordinačių plokštuma. 

Taškas O kiekvieną koordinačių ašį dalija į du 
spindulius. Spindulys, kurio kryptis sutampa su 
ašies kryptimi, vadinamas  teigiamuoju 
pusašiu, јо papildomas spindulys  — 
neigiamuoju pusašiu. Stačiakampėje koor- 
dinačių sistemoje kiekvieną plokštumos tašką A 
atitinka du skaičiai x ir y. Jie vadinami to taško 
koordinatėmis (koordinatė х vadinama 
abscise, o koordinatė y vadinama ordinate); 


žymima Alx; y). 


2 Vektoriaus reiškimas koordinatiniais vektoriais 


Kiekvienas plokštumos vektorius ОА - à 
vieninteliu būdu išreiškiamas koordinatiniais 


yjk---------3 vektoriais: 


čia x, y - vektoriaus а koordinatės 
stačiakampėje koordinačių sistemoje; 


if; 0} ir 7{0;1} — koordinatiniai vektoriai 
5 x ке 
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= Vektorių sumos, skirtumo, vektoriaus ir skaičiaus sandaugos 
koordinatės. 


Žinant vektorių koordinates, galima rasti vektorių sumos, skirtumo, 
vektoriaus ir skaičiaus sandaugos koordinates. 


1. Jei á Í x; y) ir b {x;y} - turimi vektoriai, tai vektoriaus й+Ё 
koordinatės yra Í x, +x; y, + y} ty. kiekviena dviejų ar daugiau 
vektorių sumos koordinatė lygi tų vektorių atitinkamų koordinačių 
sumai. 

2. Jei а(х») іг b (xix - turimi vektoriai, tai vektoriaus d —b 
koordinatės yra fx, -Xj у-у, ty. kiekviena dviejų vektorių 
skirtumo koordinatė lygi tų vektorių atitinkamų koordinačių skirtumui. 


3. Jei aÍ x; y) — turimas vektorius, k — turimas skaičius, tai Ха 


koordinatės yra Í kx; ky), ty. vektoriaus ir skaičiaus sandaugos 


kiekviena koordinatė lygi vektoriaus atitinkamos koordinatės ir to 
skaičiaus sandaugai. 


4^ Vektoriaus ilgio reiškimas vektoriaus koordinatėmis. 
Vektoriaus à Í x; у} ilgį galima apskaičiuoti taikant formule 


д -үх y. 
ж” Vektorių skaliarinė sandauga 
Dviejų nenulinių plokštumos vektorių a ir b skaliarinė sandauga 
ū-b= 4. 2|соѕ a; 
а — kampas tarp vektorių a ir b . Žymima taip: z = 26. b). 
Jei á Í x; у} ir b ( X5 ») — du plokštumos vektoriai, tai jų skaliarinė 
sandauga išreiškiama formule 


Vektorių skaliarinės sandaugos savybės. 


1. 2 =а:а = lal (vektoriaus skaliarinis kvadratas lygus to 
2. à-b-b.d. vektoriaus ilgio kvadratui). 

з. (ka)-5 = ka -5) 

4.(а-г)-5-а-5-2-5 
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9° Dviejų vektorių statmenumo sąlyga 


Jei du vektoriai 2{ x; y,] ir bí xj; Ya} vienas kitam statmeni, tai ju 
skaliarinė sandauga lygi nuliui, t.y. 


jei à Lb, tai d-b = x, x, + y, ` y, = 0; 


čia à- b — vektorių á Í х; y. lir b ix yl skaliariné sandauga. 
Atvirkščiai, jei vektorių 44 x; y,) ir bí X yi] skaliariné sandauga lygi 


nuliui, tai vektoriai 4 ir b statmeni, t.y. 


jei d-b -x,-x,*y,- y, =0,tai d Lb. 


9 Kampo tarp vektorių skaičiavimas 


Kampas tarp vektorių — tai kampas tarp jų krypčių. 
Jei vektoriai áíxix] ir b Í x,; y,) yra 


plokštumoje, tai kampo а tarp ju kosinusui 
apskaičiuoti taikoma formulė: 


C 


X ` X, + 
- cosa. = Шалы га ы _. 


А. RW ICE 


Kampą tarp vektorių d ir b galima žymėti ir taip: Z 4,5). 


9° Dviejų nenulinių vektorių kolinearumo požymis 


Du vektoriai d ir b yra kolinearüs, jei egzistuoja toks realusis 
skaičius k + 0, su kuriuo būtų teisinga lygybė 


Jei du plokštumos vektoriai á Í x,; x) ir b (5, у, } yra kolinearūs, tai 


jų atitinkamos koordinatės yra proporcingos, t.y. a = = =k, keR. 
1 1 


Atvirkščiai, jei dviejų plokštumos vektorių a í х; y) ir b { X4 ») 


atitinkamos koordinatés уга proporcingos, t.y. 22-22, tai tie vektoriai 
Yr Ji 

kolinearūs. 
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ч" Atkarpos vidurio taško koordinatės. Atstumas tarp dviejų 
taškų. Vektoriaus ilgio radimas, kai žinomos jo pradžios ir 
galo koordinatės 


y В(х›; y2) | | 
Jei plokštumos taško A koordinatės yra (xi; yi), 


o taško B koordinatės — (x2; y2), tai atkarpos AB 
Co y) vidurio taško С koordinates (x; y) randame 
AQ; y) remdamiesi formulémis: 


к= |р, 
2 2 


Atstumas tarp dviejų plokštumos taškų A(x;; yı) ir B(xo у»), t 
atkarpos AB ilgis, išreiškiamas formule 


AB = (x, -x +(›, =y). 


Ši formulė gaunama stačiajam trikampiui ABC 
pritaikius Pitagoro teoremą: 


АВ? =(x, -х) +(, -yÝ „ty. 


x AB= (x,-x) + >) 


Remiantis šia formule apskaičiuojamas ir plokštumos vektoriaus AB 
ilgis, kai jo pradžios A koordinatės yra (xi; yi), o galo B koordinatės yra 


Qi; уз), ty. |AB = J -xJ «6, 7»). 


y Vektoriaus AB koordinatės yra 
y;----------- B ( х-х;У;-У }, todėl iš stačiojo trikampio 


У-У ABC, taikydami Pitagoro teorema, gauname: 
——|? ⁄ " 

т = (x, - x) + i», E ») , Ly. 

|АВ = у(х, -x) +(, -») . 
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“ Apskritimo lygtis 


y. 
A(x; y) 
(0) Xo x 


1. Jei apskritimo centras Oj;(xo; yo) nesutampa 
su koordinačių pradžia O, tai apskritimo lygtis 


(х-х„) +(y— y.) = В; 


Cia x, y — bet kurio apskritimo taško 
koordinatés; xo, yo — apskritimo centro O, 
koordinatés, R — apskritimo spindulys. 


2. Jei apskritimo centras sutampa su 


koordinačių pradžia O, tai apskritimo lygtis уга 


čia x, y — bet kurio apskritimo taško 
koordinatės, R — apskritimo spindulys. 


Bendroji tiesės lygtis yra 


Jei b ж 0, tai bendrąją tiesės lygtį galima 
užrašyti taip: 


Skaičius А vadinamas tiesės krypties 
koeficientu; k = tga, kur а — kampas, kurį 
sudaro tiesė su x ašimi . 


бай--41--<. 
b b 


Tiesės, einančios per tašką М(х); yı), kai yra žinomas krypties 


koeficientas k = tga, lygtis 


У-У, = k(x - x, 


Tiesés, einančios per du taškus M, (xi; уі) ir M, (хо; y2), lygtis 


Tiesiu y = kx + lh iry = 


Tiesiu y = kx + h ігу = 
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kx + L, lygiagretumo sąlyga: 


Кух + 1; statmenumo sąlyga: 


6.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


1. Irodykite, kad bet kurio keturkampio ABCD kraštinių vidurio taškai 


yra lygiagretainio viršūnės. 


Įrodymas. 

G Sakykime, taškai E, F, G, H — keturkampio 

D kraštinių AB, BC, CD ir DA vidurio taškai. 
F Pagal lygiagretainio požymį, jeigu ketur- 
H kampio priešingos kraštinės poromis lygia- 
grečios ir lygios, tai tas keturkampis yra 
lygiagretainis. Vadinasi, pakanka įrodyti, kad 
atkarpos EF ir HG vienodo ilgio ir lygiagrečios. 
„Vektorių kalba“ tai reiškia, kad reikia įrodyti, jog vektoriai EF ir 


HG lygūs. 


A x B 


Turime: EF = ЕВ + BË = AB «7 BC = (АВ + BC)- 7 AC, o 
zz тты dlzz.lumA l(z2n.- 1-2 uM 
HO HE Ы oo usa BE а AD + DC = б Vadina, 


2. Sakykime, AD - trikampio ABC pusiaukraštinė, išvesta iš viršūnės A į 
kraštinę BC. Išreikškite vektorių AD vektoriais AB ir АС. 


Sprendimas. 


1 būdas. Trikampį ABC papildome iki 
lygiagretainio АВЕС. Tuomet, remdamiesi 
vektorių sudėties lygiagretainio taisykle, 


gauname vektorių lygybę AB + AC = АЕ. 


Kadangi AD = 7 AE , tai AD - (AB + АС), 


2 būdas. 

Remdamiesi vektorių sudėties trikampio taisykle, gauname dvi 

vektorinės lygybes AD = AB +BD ir AD= AC+CD. Kadangi D – 
atkarpos ВС vidurys, tai CD --BD. 

AD = AB + BD + AC + CD = AB цав + АС). 
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3. Lygiagretainio ABCD įstrižainės AC taškas K dalija ją į dvi atkarpas, 
kurių ilgiai sutinka Каір 1 : 2, o įstrižainės BD taškas M dalija ją į dvi 
atkarpas, kurių ilgiai sutinka kaip 2:3. Išreikškite vektorių KM 
vektoriais AB ir AD. 


Sprendimas. 


Taikydami vektorių sudėties lygiagretainio 
taisyklę, vektorių AC išreikšime vektoriais 
AB ir AD: AC = AB+ AD. 

Taikydami vektorių atimties taisyklę, 
vektorių BD išreikšime vektoriais АВ ir АР: BD = AD - AB. 

Vektorius BM kolinearus vektoriu BD , O vektorius AK kolinearus 
vektoriui AC , todėl 


вМ-2в0-2(6-28), AK- 
5 5 


A D 


Pastebékime, kad KM = AM - AK . Bet AM = 


e 
ГЕ 
| | 
| & 


—— 


КМ = АВ + BM - AK, ty. KM = 2а ai (ага). 


Atsakymas. KM - aš $e An. 


SE 
15 


4. Atkarpa AB yra pratęsta ir jos tęsinyje pažymėtas taškas C taip, kad 


AB:BC =5:3. Vektorių OC išreikškite vektoriais OA ir OB , kai 
taškas O — bet kuris plokštumos taškas. 


Sprendimas. 


P B C Vektoriai AB ir BC yra kolinearüs. 


Vadinasi, BC = KAB . Bet k = ; „todėl 


BC- d. Iš trikampių ОВС ir ОАВ 


randame, Кай OC - OB + BC ir 
AB = OB - OA. 
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Į pirmąją lygybę įrašę anksčiau užrašytą vektoriaus BC išraišką, 
8-- 
gauname, Кай ОС = OB+ŽAB = 0B «3 (08 - 04)- 208 -204. 


Atsakymas. OC - той B - $0 š 


5. Taškas P yra rombo ABCD kraštinėje AB, o taškas M — kraštinėje AD, 
AP:PB=4:1 ir AM: МВ = 2:9. Vektorius MP, MC ir BD išreikš- 


kite vektoriais x = AB, y= AD. 


р Duota: Ре АВ, М є AD, X = AB, y = AD 
AP : РВ = 4:1, АМ: MD=2:9. 
А C Išreikšti: MP, MC ir BD vektoriais x= AB, 
M 5 
y - AD. 


D Sprendimas. 
: 4 
Kadangi AP : РВ = 4: 1, tai atkarpą AD sudaro 5 dalys ir AP = rod 


o PB- AB. 
Kadangi AM: MD =2:9, tai atkarpą AD sudaro 11 dalių ir 
AM =Š AD, o MD = AD. 


Išreikšdami vektorius naudosimés sudėties ir atimties taisyklėmis. 
Iš duotų sąlygų gauname, kad 


nro T А 9. — 4. — L: 
АМ ---у, MD=— y, АР = —х, РВ = –х. 
Ты j^ 5 5 


МР-МА«2Р--%),5:-4ҙ-2; (fcikamplo taisyklė); 
BD - AD - AB - y-X (atimties taisyklė). 
МС =-MA+ AC - MÀ «(a &45)- ye 3 «5-3 «55 
(АС randamas pagal lygiagretainio taisyklę). 
Atsakymas. МР-2:-%); BD = y MC - ey 


6. 
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Raskite vektorių 4,5,2  koordinates, kai &( - 43], fi 10; — 2}, 


Sprendimas. 
Taikome vektorių koordinačių radimo taisykles. 
Rasime vektoriaus a koordinates, kai à 23g — e. 
Kadangi 3g(3; — 9) ir 2( — 4,3], tai 
á(3-(-4) -9-3) - a(7; 12). 
Rasime vektoriaus b koordinates, kai b = 2 f tg. 
Kadangi 2/ (20; - 4) ir g(1; -3), tai 
Vadinasi, 5(20-;-4-(-3)-5(2;-7) 


f +4g 


Rasime vektoriaus С koordinates, kai c = ë -2 
Kadangi 25-1), 4g{4;-12} ir ë{ -4;3}, tai 


2(-4-5-43-(-)-(-12)-21-5;-8) 


Atsakymas. à( 7; -12), b(21; - 7, 2{-5; - 8]. 


Kurie iš vektorių т, k, ñ уга kolinearüs, kai m =3i —4j, k 23i + 4j 


ir A = -6i 48j. 


Sprendimas. 
Jei vektoriai kolinearüs, tai jų atitinkamos koordinatės proporcingos. 
Jei m =3i -4j,tai mÍ 3; — 4], 
Jei k - 3i +4j,tai k(3; 4], 
Jei й--бі +8j,tai n( —6;8). 
Tikriname, ar kolinearüs vektoriai m ir k. 


Kadangi mÍ 3; — 4), o Е{ 3; 4), tai gauname i, 


4 
Vadinasi, vektoriai m ir k nekolinearüs. 
Tikriname, ar kolinearüs vektoriai m ir x. 


o ñÍ — 6; 8), tai gauname lygybę >, кы 


Kadangi т{3;—4}, > 


Vadinasi, vektoriai m ir H kolinearūs. 
Analogiškai įrodome, kad vektoriai k ir A nėra kolinearūs. 


Atsakymas. Vektoriai m ir n kolinearūs. 


Su kuria kintamojo x reikšme vektoriai 4 ir b yra kolinearüs, kai 


á( x; -15) ir 51105)? 
Sprendimas. 
Vektoriai 2{ х; у) ir b{x; x, yra kolinearüs, kai = = =k. 
1 


Vadinasi, = = 2 Iš šios lygybės randame, kad x = —30. 


Atsakymas. -30. 


1), b{1;-2} ir 6(-1;7) Išreikškite 


vektorių p = á +b +ë vektoriais d ir b. 


9. Duoti trys vektoriai áÍ3;- 


Sprendimas. 
Apskaičiuojame vektoriaus p koordinates: pÍ 3; 4). Šis vektorius turi 


turėti pavidalą Pp -xà-yb.Kadangi 443-і) ir b(l;-2), tai 


3x+y=3, 

-х-2у-4. 

Ją išsprendę randame, kad x=2 ir y = —3. Vadinasi, p = 22 — 3b. 
Atsakymas. p -24- 3b. 


р! 3х-у;-х-2 у} Galime sudaryti lygčių sistema: | 


10. K — atkarpos MN vidurio taškas. 
Raskite: K 
a) taško K koordinates, 
kai M(-2;3) ir N(6; 7), M, 


b) taško M ir vektoriaus MN koordinates, kai N(8; - 2) ir K (4; = 6) 
c) taškų M ir K koordinates, kai N(6; —8) ir MN(— 2; 4} 
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Sprendimas. 
a) Kadangi taškas K yra atkarpos MN vidurio taškas ir M(-2;3), 
-2+6 a 
;— |, ty. 


N(6; 7), tai galime rasti taško K koordinatës: « 2 13 


K(2; 5) 
b) Taško M koordinates paZymime x ir y, t.y. M (x; y) Kadangi К(4; -6) 
yra atkarpos MN vidurio taškas, о М(х; y) іг М(8;-2), tai galima 


sudaryti lygtis: 
x+8 _ Уға). 
Qo R Eon 
х+8 = 8, y-2=-12, 
x=0. у= -10. 


Vadinasi, taško M koordinatės уга M(0; – 10) 
Randame vektoriaus MN koordinates: 
MN(8-0;-2-(-10))= MN(8; 8), 
c) Pazymime М(х; y). Kadangi N(6; — 8) tai 
vektoriaus MN koordinatės yra MN í 6-х;-8- y}. 
ММ 6-x;-8- y] ш MN Í _ 2; 4). Galime sulyginti vektoriaus MN 


koordinates: 
6-х--2, -8-у-4, 
-x--8, -y =12, 
x=8. у=-12. 


Vadinasi, М(8; –12) ir К(7; -10) 
Atsakymas. а) (25) b) (0; — 10), (8; 8), с) (8; — 12), (7; –10). 


2 


Randame vektoriaus ë ilgį: [c| - 6^ +(-3) = 3649 = /45 - 345 
Atsakymas. ( 6; -3] 
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12. Apskaičiuokite trikampio ABC perimetrą, kai 4(1;7), B(7;15) ir 


C(-2;3) 


A Duota: A(l; 7), В(7;15), С(-2;3) 
B Rasti: P. 
Sprendimas. 
Trikampio ABC perimetras apskaičiuojamas 
pagal formulę: 


© P -|a| [ac] [ac] 


Randame vektoriu AB, BC ir AC koordinates ir ilgius. 
АВ(7-115-7)- AB( 68), |AB|= Je +8° = 36 +64 =10. 
BC( -2-7;3-15]- BC( -9; -12], 
pc] = J(-9) « (C12) = /S1+144 = 225 -15. 
AC(- 2 -1,3- 7] 4C( - 3; - 4), 
44-4С3)>(-4) =49+16 = 25 =s. 
Apskaičiuojame trikampio ABC perimetrą: P =10 +15 +5 = 30. 

Atsakymas. 30. 


. Trikampio АВС viršūnių koordinatės: 24(0;1), В(;-4), C(5; 2) 


Raskite trikampio pusiaukraštinę AM. 
C  Duota: A ABC, A(0;1), В(;-4), С(5; 2) 
Rasti: AM. 
Sprendimas. 


Kadangi AM yra trikampio pusiaukampinė, tai 
atkarpos BC vidurio taško M koordinatės yra 


B «(3 E t.y. M(3; -1) 


Randame vektoriaus AM koordinates ir ilgį: 
AM(3-0;-1-1)= AM(3;—2), |AM|= J3* +(-2Y =J9+4 = is. 
Atsakymas. NE! : 
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14. Atstumas tarp taškų А(— I; x) ir В(2х; 3) lygus 7. Raskite x. 
Duota: A(- I; x), B(2x;3), [48 =. 


Rasti: x. 
Sprendimas. 


Randame vektoriaus AB koordinates ir ilgį. Kadangi А(— 1; х) L 
B(2x;3), tai AB{ 2x- (-1);3-x}={2x+1;3-x} ir 
Ай -JQx «Y +(5—x) = Vax" +4х +1+9-6х+х* = 45x? -2x +10. 
Remiantis uZdavinio salyga [AB =7, todėl galime sudaryti lygtį 


5х? –2х+10 =7. 
Abi gautosios lygties puses pakėlę kvadratu ir išsprendę lygtį 
5x! — 2x +10 = 49, randame, kad x, =3 ir x, --2,6. 
Atsakymas. 3 arba —2,6. 


15. Raskite ordinačių ašies taško С, vienodai nutolusio nuo taškų 


A(-3; 5) ir B(6; 4), koordinates. 


Sprendimas. 
Kadangi ieškomasis taškas C(x; y) yra ordinačių ašyje, tai jo abscisė 


lygi 0, ty. x=0. Vadinasi, reikia rasti taško C(0; y) ordinate y. Pagal 
salyga atstumai AC ir BC turi büti lygüs, t.y. Frai = [BC 
Kadangi vektoriaus AC koordinatės yra АС 3 у -5l tai vektoriaus 
AC ilgis: 14| = Jo (v - 5) = [9+ y! -10y «25 = Jy? -10y +34. 
Kadangi vektoriaus BC koordinatés yra BC( — 6; y -4] tai vektoriaus 
BC ilgis: Bc] - 36 «(v -4) = 36+ y -8y +16 = Jy? -8y +52. 
Kadangi 44 =|BC), tai gauname  lygti үу -10y+34 = 


= үу’ –-8у +52. Abi šios lygties puses pakėlę kvadratu gauname lygtį: 
y*-10y+34=y*-8y+52, kurią išsprendę randame, kad у--9. 
Vadinasi, C(0; — 9) 

Atsakymas. (o; — 9). 
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16. Įrodykite, kad keturkampis, kurio viršūnės taškai 4(-2; – 2), B(—3; 1), 
eU 7) ir D(3; 1), yra trapecija. Raskite šios trapecijos vidurinės linijos 
ilgį. 


Sprendimas. 
С(7; 7) Įrodysime, kad vektoriai BC ir AD 
kolinearūs. Žinodami keturkampio 
ABCD viršūnių A(-2;-2), B(-3;1), 
C(7;7) ir D(3;1) koordinates, galime 
apskaičiuoti vektorių BC, AD, AB ir 
CD koordinates: 
BC(1-(-3);7-1]- BC( 10; 6), 
AD(3-(-2):1- (-2)] - ADS; 3), 
AB( -3-(-2);1- (C 2) - 4B( -1;3), 
CD(3-7;1-7)= CD[- 4 - 6). 

Prisiminkime, kad du nenuliniai vektoriai a( Xj yu] ir 
b( x; уа) уга kolinearüs tada іг tik tada, kai ju atitinkamos 
koordinatés yra proporcingos: р 5. 

хо» 2 


Pastebékime, kad vektorių BC ir AD atitinkamos koordinatės yra 
proporcingos (2-2) ir BC - 24D , 0 vektoriu AB ir CD atitinkamos 


koordinatés neproporcingos EL i). Vadinasi, vektoriai BC ir AD 


yra kolinearüs, o tai reiškia, kad jie уга lygiagrečiose tiesėse, t. y. BC || AD. 


Vektoriai AB ir CD nekolinearūs, t.y. jie yra nelygiagrečiose tiesėse, todėl 
atkarpos АВ ir CD nelygiagrečios. Taigi keturkampis ABCD yra trapecija, о 
atkarpos BC ir AD yra jos pagrindai. 

Apskaičiuosime trapecijos ABCD vidurinės linijos MN ilgį. Trapecijos 
vidurinė linija lygiagreti pagrindams, o jos ilgis lygus pagrindų sumos 
pusei. 


Vadinasi, MN = Bs + [aa]. 


225 


Apskaičiuojame vektorių BC ir AD ilgius: 


[Bc] - (10° «6 = V136 = 2434 , |AD| = V3* +3° = 434. 
Taigi MN == (2454 + /54)= ч pau 


Atsakymas. 


| 17. Įrodykite, kad keturkampis ABCD yra stačiakampis ir apskaičiuokite jo 


plotą, kai 4(-3; –1), B(1; — 1), С(ї; -3) D(-3; — 3) 
Sprendimas. 
B C Jei keturkampis yra stačiakampis, tai jo 


priešingos kraštinės ir įstrižainės turi būti 
lygios. Randame kraštinių ilgius. 
AB(1-(-3) -1- C 1)) - АВ{ 4; 0), 


|45| = 4! +0 = 4. 

о ке j- 
aD[-3-(-3)-3-(-1)= aD(o,-2) |AB|= Jo" +(-2) -2. 
BČ(1-1;-3-(-1)= a -2), BETA 


Rasime įstrižainių ilgius: 
AC[1-(-3)-3-(-1))= АС{ 4; -2}, 
ac] = Ja? «C2 = 420 -245. 
BD( -3-1; -3-(-1] - BD( -4; -2], 
[5D] = 245. 
Keturkampio ABCD priešingos kraštinės lygios, t.y. AB = CD ir 
AD = BC, taip pat lygios ir įstrižainės AC = BD, todėl keturkampis ABCD 


— stačiakampis. Randame stačiakampio plotą 
5 = AB: BC, ty. S=4-2=8. 


А 


Atsakymas. 8. 
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18. Raskite |ž +), kai [| - 11, |b|=23 ir [a -2|-30. 


Sprendimas. 
Pažymime vektorių 4 ir Б koordinates: а а; a, ir bí b; b, } 


Tada |4| = Ja? +a}, a? ai =121, Bl- b? +b2, b? +b? = 529. 
2-5 JI 1-6) +(a, - by, 


a; —2a,b, +b? +a} — 2a,b, +b =900, 529 +121— 2a,b, — 2a,b, = 900, 
2(a,b, +a,b,)= 250. 


la +b| = (a +b.) +(a,+b,) = Ja? +2ab +b? +a? +2a,b, +b? = 
= 4529 «121-250 = 4400 = 20. 


Atsakymas. l: +5 | = 20. 


19. Raskite 26 +bë +24, kai [a|- 3, [| - 1, [| -4 ir a «b«c = 


Sprendimas. 
Duotajalygybe а+Ь+с =0 keliame kvadratu 


(a «5)«z) - (a5) +2г(а+Ь)+г* =3 +238 +5: +2ас +2Бе 427. 
Kadangi d'-[a[| -3' -9, 6° -B| =1°=1, ё®=[ | =4 =16, ir 
a+b +c = 0, tai gauname lygybę 
9+1+16+2lūb +аё +Бё)=0, ања 2lūb +аё «bc)- 26. Қ 


paskutiniosios lygybės randame, кай áb + 2с + bc = –13. 


Atsakymas. –13. 


20. Raskite k reikšmę, su kuria vektorius d kolinearus vektoriui ë , kai 
d=ū+kb ir á(2;3), b(3;5), 26-3) 

Sprendimas. 
Kadangi Ь{3; 5), tai kb Í 3k; Sk). 
Vadinasi, dÍ 2 43k; 3+ 5k]. 


Kolinearių vektorių koordinatės proporcingos, t.y. d=mč. 
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Jei vektoriai 4 ir ë уга kolinearüs, tai jų atitinkamos koordinatės уга 
proporcingos, t.y. 


. Gavome tiesinę lygtį, kurioje nežinomasis уга k. 


2+3k 3+5k 

-1 3 

Sprendžiame šią lygtį. 
3Q +3k)= (3 + 5k), 


6+9k = -3— 5k, 

14k = -9, 
9 

kanm T 9 
14 Atsakymas. ---. 


14 


21. Raskite rombo KLMN plotą, kai K(-2;1}) L(1; 5} M(4; I) 


Duota: KLMN — rombas. K(-2;1) 1(;5) M(4; 1) 


Rasti: мм. 
L Sprendimas. 
Rombo plotą galima apskaičiuoti remiantis 
formule: 
-LN 
к-дд-ӘМ  s- SÜD 
Randame taško N koordinates. 
Jas galima rasti dviem būdais. 
N 1 būdas. 


Taškas O — atkarpos KM vidurio taškas, todėl jo koordinatės 


q= 2+4 220 ‚ обл) 


2 


Pažymime taško N koordinates N! (x; y) 
Kadangi O yra ir atkarpos LN vidurio taškas, tai jo koordinatės 


ды tx 3 2228 5) Taškas О уга tas pats taškas, todėl galima sudaryti lygtis: 

2 2 

1+х e 5-у 
2 

Vadinasi, М(;-3). 


= 1. Jas išsprendę randame, kad x=1 ir у--3. 


228 


2 būdas. Randame vektorių LK ir MN koordinates: LK( -3;-4]) ir 


MN ( х-4у- 1} 
Kadangi vektoriai LK ir MN yra lygūs LK = MN, tai jie turi lygias 
atitinkamas koordinates, ty. х-4--3 ir y-1--4. Iš šių lygybių 


randame, kad x =1 ir у = —3. Vadinasi, N(l; E 
Randame rombo įstrižainių ilgius: KMÍ 6; 0), [Км | -X6 +0 =6 


ir LN[ 0; - 8), М -Үү0:-(-8) =8. Vadinasi, Syw = si = 24. 


Atsakymas. 24. 


22. Raskite vektorių aÍ — 5; 2) ir b{ 2; — 6} skaliarinę sandaugą. 


Sprendimas. 
Kadangi а(-5; 2) іг bí 2-6), tai Siu vektoriu skaliariné sandauga 


lygi 4-5--5-2%2.(-6)--10-12--22. 
Atsakymas. -22. 


23. Su kuria x геікӛте vektoriai aí 4;5) ir bí x;-6] vienas kitam 


statmeni? 


Sprendimas. 

Jei vektoriai statmeni 4 Lb, tai ju skaliariné sandauga lygi 0, t.y. 
á-b = 0. Randame vektorių a ir b skaliarinę sandaugą: 
ū-b=4-x+5-(-6)=4x—30. Vadinasi, 4х-30-0, 4x=30, x - 7,5. 

Atsakymas. 7,5. 


Sprendimas. 
Sakykime, vektoriaus € koordinatės yra Í x; y). 


Randame skaliarines sandaugas й-б = 5x 42y ir Б.б — 7x -3у. 
Sudarome lygčių sistema: 
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5x +2у -38, 
Е -3у-30. 
Išsprendę šią lygčių sistema, randame, kad: x = 6 ir y = 4. 
Vadinasi, vektoriaus 2 koordinatés уга ( 6; 4). 
Atsakymas. Í 6; 4) 


25. Kampas tarp vektorių 4 ir b lygus 120°. Raskite là 425). Da - b 


lš|=3 20| =2. 


Sprendimas. 
(a 25) pa - 5)- 2a? - ab +446 - 2b? = 2a? «3àb - 28°. 
Rasime vektorių à іг b skaliarinę sandaugą 4: b : 
4.5 = |ū|-šlcos Z (s. б), у. 
2-5 =3-2c0s1209 = 6cos(909 + 30°) = — 6sin 30? = -3. 
Kadangi а" = [il ir 87 В, tai а =37 -9 ir b =2 -4. 


Tada (4 +26)-(24-6)=2-9-9-2-4=18-8-9=1. 
Atsakymas. 1. 


26. Kampas tarp vektorių 2 ir b lygus 60%, be to, |4-3, |5|= 2. Raskite 


vektoriaus 22 — b ilgį. 


Sprendimas. 


ba- j= Va -8) = Ba -5) Ba -6)= 
= за? -23-5-25-4+b" = daa? 485 e^. 


Sutraukdami panašiuosius narius pošaknyje, rėmėmės vektorių 


skaliarinės sandaugos savybe: 4-5-5-а. 


Prisiminkime, kad 2-||, 5: В ir asp picos < (G. 6). 


аа - 4a]: |P| cos < (s. 25?) - 


Vadinasi, ра -b| = Jaa: Aj БА = 


aja}? - j| |B|: cos 60° + | . 


Uždavinio sąlygoje duoti vektorių à ir b ilgiai |4-3, b|- 2, todėl 


pū-6|= 49-43-2744 S 3612 44 428 5414-7247, 


Atsakymas. T š 


27. Raskite kampą tarp vektorių 4 ir b,jei 5=4+2b ir g =5á —4b, be 


to, vektoriai p ir q statmeni, o а =|]. 


Sprendimas. 
Randame vektorių p ir q skaliarinę sandaugą: 


p:à - (à «ab Joa - 45)- 5а* - 485 +1045 -85° = 54° + 68 -88° 
Vektoriai p ir p уга statmeni, todél ju skaliariné sandauga lygi 0, t.y. 


Kadangi а? = b° = а} ir 4-5 = соғ 26.5) - af cos 26, 5), tai 
- зар + eal cos Z (s. b|=0. Abi šios lygybės puses daliname iš EI 
(dalinti galima, nes la| + 0) ir gauname lygybę 

-1+2с05 Z (б, b)- 0, arba 2cosZ (б, Б)= 1.15 šios lygybės randame, 


kad cos Z (4, 5)- 1, су. <la, 5)= 60°. 
2 Atsakymas. 60°. 


28. Taškai A(l;1), B(-1;0), С(2-3) ir D yra lygiagretainio viršūnės. 
Raskite taško D koordinates, lygiagretainio įstrižainių ilgius ir kampą 
tarp įstrižainių. 


Sprendimas. 

Sakykime, taško D koordinatės yra x ir y: 
Р(х; y). Rasime vektorių BA ir AC bei 
taško D koordinates. 

Turime: 8411-(-1)1-0)- B4( 2;1), 
АС{2-1;-3-1}= AC(1; - 4], 

CD( x-2; y -(- 3) - СБ! x-2; у+3). 


Kadangi vektoriai ВА ir CD lygüs (priesingos lygiagretainio krastinés 
lygios ir lygiagrečios), tai jie turi lygias atitinkamas koordinates, t.y. 
2=x-2, 1=y+3. Iš а х=4, у--2. Taigi taško D koordinatės yra 


(4; - 2). 

Rasime vektoriaus BD koordinates: 

BD - (4- (C1; -2-0]- BD( 5 - 2). 

Lygiagretainio įstrižainės AC ilgis lygus vektoriaus AC ilgiui, o 
įstrižainės BD ilgis lygus vektoriaus BD ilgiui. Vadinasi, 


|а| -(-4) 2 41«16 = 417, 

|BD| = 5° +(—2) = 

Kampas (агр įstrižainių AC ir BD lygus kampui tarp vektorių AC ir 
BD . Turime: 


cos Z (ББ, Ta (1) 


Rasime vektorių BD ir AC skaliarinę sandaugą: 

BD-AC=1-5+(-4)-(-2)=5+8=13 (2) 

Surašę anksčiau gautas c] ir [BD skaitines reikšmes bei (2) išraišką 
13 


i (1) lygybę, gauname cos < (85, 22)- m => “Г 


Taigi BD - AC =arccos ui. Š 
4493 


13 
Atsakymas. DÍ 4; -2], AC = 4/17, BD = 429 , arccos Ta 


29. Raskite trikampio ABC kampų kosinusus, jei 4(;3), В(4;6) ir 
C(3; 1). Apskaičiuokite jo plotą. 

Sprendimas. 
Tikslus brėžinys nėra būtinas. 


Rasime kampo A kosinusa: cos A = = 
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[48| = V3* +3 = J18 «32. 
sn. lac] - 42 « C2) =242. 


Randame vektoriu AB ir AC skaliarine 
sandauga: 


AB. AC =3-2+3-(-2)=6-6=0. 
Kadangi AB- AČ =0, tai AB L АС ir 
cos А = 0. Vadinasi, ZA = 90°. 
Trikampis ABC yra statusis, todėl jo plotą galime apskaičiuoti 
š š 1 
taikydami formule 5 = > AB- AC. Taigi S = ; 342 24/2 = 6. 
Randame kampo B kosinusa: 
cos B = ге, 
ziz 
Kadangi BA(-3—3), [БА -JC-3y +(-3) 2342 ir BC(-1; - 5), 
IBC|= (-1) +(-5) = 426 , be to, 


BA- BC =-3-(-1)+(-3)-(-5)=3+15=18, tai 
18 6 MB 


ai сүз 248 ^ я 


Randame kampo C a 
CA-CB 
gizi 
Kadangi CA( – 2; 2], (4 -ҮС2) 2 -2/2 ir 
CB(1; 5), СВ) = VP «5 = 26 , be to, C4-CB=-2-1+2-5=8, tai 


MT жне HEN 2 E 
2495.43.18 V13 
3/13 2413 


Atsakymas. cos А = 0, cos В =“ cos C = 212 „S=6. 
13 


cos C = 
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Sprendimas. 


Trapecijos plota galime 
apskaičiuoti taikydami formule: 


FG(6;0), |FG]- Je +0 - e. 


Išvedame trapecijos aukštinę ҒА. Iš stačiojo А EFA randame ҒА: 
FA= EF sinE. 

Randame kampo E kosinusa: 

cos E = EE 
EINE 


Kadangi EF( -2-(-4);2-(-4))- EF(2;6] ir 
ЕР |= J2* +6 = 440 = 2410 , be to, 


EF .ЕН - 2-124 6-0 = 24, tai 
BE E E 
12-2410 410 
Kadangi sin? E + cos? E =, tai sin? E = 1— cos? E, ty. 
Екей. iš čia, ін gta. 


10 10 NT 


cos E = 


Kadangi ZE - smailus t.y. 0? < ZE «90? , (аі sin E = E 
Vadinasi, FA = EF -sin E, ty. ЕА = 2410. AS -6. 
10 
D s: 6+12 
Apskaičiuojame trapecijos EFGH plotą: Š = > .6 = 54. 


Atsakymas. 54. 
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EH (12; 0), ЕН) = 1022 +0 «12. 


31. Duotos trikampio viršūnės: A(-2; -3), B(- L 2). C(4; 1). Irodykite, 


kad trikampis ABC - lygiašonis, ir parašykite tiesės, kurioje уга iš 
viršūnės B nubrėžta aukštinė, lygtį. 


Sprendimas. 

Koordinačių plokštumoje atidėkime 
taškus 4(-2;-3), B(-1;2), C[(4; 1). 
Sujungę juos tiesių atkarpomis, gauname 
trikampį ABC. Reikia įrodyti, kad jo 
kraštinės AB ir BC lygios. Kraštinės AB 
ilgis lygus atstumui tarp taškų A ir B, o 
kraštinės BC ilgis lygus atstumui tarp 
taškų B ir C. Randame atkarpų AB ir BC 
ilgius: 


AB =Į[(-1-(-2)Y «Q- C3) = VI" +5 = 26, 
вс = ((4-(-1)? +(1-2) = 452 +(-1) = 426. 


Taigi AB = ВС. Vadinasi, trikampis ABC lygiašonis. I$ viršūnės В 
nubrėžkime aukštinę BD. Kadangi lygiašonio trikampio aukštinė, nubrėžta 
iš viršūnės B, yra kartu ir jo pusiaukraštinė, tai taškas D yra kraštinės AC 
-2+4 


vidurys. Taško D koordinates pažymėkime x ir y. Tada x= 


l, 


- тым =-1. Taigi D(l; -1). 

Sakykime, tiesės, kurioje yra aukštinė BD, lygtis уга у= kx4l. 
Kadangi ši tiesė eina per taškus B(- I; 2) ir D(I; — I), tai jų koordinatės turi 
tenkinti minėtą lygtį. Gauname dvi lygtis 2=k-(-1)+/ ir -1-k-1. Iš 
antrosios lygties randame, kad k --1-/. Įrašę šią k išraišką į pirmąją lygtį, 
gauname lygybę 2- (-1-1)-(-1)+7 „arba 2=2/+1. Iš šios lygybės 
randame, kad / = 5 š 


Tada ь--1-5--2 Vadinasi, ieškomoji tiesės lygtis уга 
Še 0: arba 3x+2y-1=0 
TI 2 | 

Atsakymas. у--3х%5 (3x *2y -120). 
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32. Apskritimo lygtis yra (x +5) -(у-1) =16. Kokia taškų A- 2; 4), 
B(-5;-3) ir C(-7; — 2) padėtis apskritimo atžvilgiu? 


Sprendimas. 

Apskritimo centro koordinatės O(-5; 1) , spindulys R = 4. 

Rasime atstumą ОА. Pirmiausia randame vektoriaus ОА koordinates: 

OÀ( -2-(-5); 4-1] - Од; 3). Tada |04|= /3° +3* 2342 = 4,2. 

Kadangi В < OA, tai taškas А уга šalia apskritimo. 

Rasime atstumą ой . Pirmiausia apskaičiuojame vektoriaus OB 
koordinates: 

OB(-s-(-5);-3-1)=OB(0;—4) тада |oB|- y0 +(-4) -4. 

Kadangi R = ОВ, tai taškas B yra apskritimo taškas. 


Randame atstumą loc] . Apskaičiuojame vektoriaus OC koordinates: 
ОС{-7-(—5);-2-1}=ОС{-2;-3} 


Tada loc] - C2) +C3Y = 413 «3,6. 


Kadangi R> ОС, tai taškas C yra skritulio, kurį riboja apskritimas, 
vidaus taškas. 


33. Apskritimo lygtis yra (x -3) +(у -5) = 25. Raskite visus apskritimo 
taškus, kurių abscisė lygi 3. 


Sprendimas. 

Sakykime, ieškomojo taško koordinatės yra (3; y).Jei šis taškas уга 
apskritimo taškas, tai jo koordinatės x —3 ir y turi tenkinti duotaja 
apskritimo lygtį: 

(3-3y +(y-5) =25, x(»-10)=0, 

y*-10y+25=25, у =0 афа у, =10. 

y! -10y = 0, 

Vadinasi, yra du taškai, kurių abscisės lygios 3, t.y. A(3; 0) ir 
B(3; 10). 

Atsakymas. (3; 0) ir (3; 10). 
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34. Duoti taškai 4(-3; 5) іг B(7; – 3). Parašykite lygtį apskritimo, kurio 


skersmuo yra atkarpa AB. 


Sprendimas. 
Norint parašyti apskritimo lygtį, reikia rasti jo 
B centro koordinates ir spindulį. 
Apskritimo centras O yra skersmens AB vidurio 


taškas, todėl jo koordinatės yra (=, з 2 
су. о(2; 1). 
Spindulys R = ОА, nes A yra apskritimo taškas. 
Rasime apskritimo spindulį R (в = 4) | 
Pirmiausia apskaičiuosime vektoriaus OA koordinates: 
OA[-3-2;5-1)= OA[ - 5; 4} 
Tada ОА] = JC sy +4 = 425 +16 = 4/41, ty. R = 4/41. 
Kadangi apskritimo centro О koordinatės yra (2; 1), о spindulys 
К = д1, tai šio apskritimo lygtis уга: (x - 2) + (y - lf =4]. 
Atsakymas. (x = 2) +(у- 1) = 4]. 


35. Apskritimas eina рег tašką All; 3), jo centras yra abscisių ašyje, o 


spindulys lygus 5. Parašykite apskritimo lygtį. 


Sprendimas. 
Kadangi apskritimo centras O yra abscisių ašyje, tai jo koordinatės yra 


(x; 0) Apskaičiuojame vektoriaus OA koordinates: 
Apskritimo spindulys R = 04 А ОА{ 1-х;3- 0) - ОА{ 1-x; 3). 
Randame vektoriaus OA ilgi: 
04 = Jü - xy «3* = (i x +9 = 107 2x c x°. Kadangi 

Rz ОА] = 5, tai galime sudaryti lygtį Ji0-2x+x7 =5, kurią išsprendę 


randame, kad x, = 5 ir x, = —3. 
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Pagal duotojo uždavinio sąlygą galima nubrėžti du apskritimus, kurių 
centrų O ir O, koordinatės atitinkamai уга (5; 0) ir C 3; 0). 

Vadinasi, apskritimu lygtys yra: 

(x-5y + у 225 ir (x +3) + у* = 25. 


Atsakymas. (x -5) +y*=25, (x +3) + у? = 25. 


36. Parašykite lygtį tiesės, einančios per taškus All; - 1) ir B(- 3: 2). 


Sprendimas. 
1 būdas. Naudosimės tiesės, einančios per du taškus Alx,; y,) ir 


B(x,; y) „lygtimi, t.y. lygtimi Log EM рд 
х,-Х У у 
Į šią lygtį įstatę duotas taškų А ir В koordinates, gauname: 
x-l | .y- C1) x=] у-І x-l y+l 
-3-1 2-(-1' -3-1 241r eb 4 
3(x-1)--4(y41), 3х-3--4у-4, 3x+4y+1=0, arba 
Do т 


2 būdas. Sakykime, kad tiesės AB lygtis уга y = kx +1. 

Kadangi ši tiesė eina per taškus A ir B, tai jų koordinatės turi tenkinti 
minėtą lygtį. 

Taško All; -1) koordinatės уга x=1, у= –1, todėl -1-&-1-/, t.y. 
К+1=-1. 

Taško B(-3;2) koordinatės уга х--3, y=2, todėl 2=k-(-3)+/, 
ty. -3k +1 =2. 

Sudarome lygčių sistemą ir ją išsprendžiame: 


3 
k+l=-1 , [k+l1=-1 |-(-1), f-4k=3, EU 
-3k+1=2, |-3k+1=2, І--Е-І, 28 

=-2. 


a 3 1 

Gauname lygtį у---х--, 
ygt y 1 į 

arba 4y = -3х-1, ty. 3х+4у+1=0. 


Atsakymas. 3x+4y+1=0. 
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37. Tiesė, einanti per tašką M(- l; 2), statmena vektoriui 


Parašykite šios tiesės lygtį. 


M Sprendimas. 
2 Sakykime, kad taškas А yra vektoriaus ñ 
Л taškas ir jo koordinatės yra (x; y). 

A 


Pagal sąlygą MA Lñ, todėl MA: ñ = 0. 
Kadangi MA( x +1; y - 2] ir ñ[ 2; 2], 
tai skaliarinė sandauga MÁ = 2(х +1)+2(у-2). 


Kadangi MA: ñ = 0, tai 
2х%2-2у-4-0, аба x+y-1=0. 


Atsakymas. x+ y –1 = 0. 


. Parašykite lygtį tiesės, lygiagrečios tiesei x -3y +4 = 0, ir einančios 
per tiesių 2x -7y - 6-0 ir x -2y - 8-0 susikirtimo tašką. 


Sprendimas. 
Randame tiesių 2x -7y -6-0 ir x-2y+8= 0 susikirtimo taško A 
koordinates: 
х-2уч%-0|-(-2), (Пу-22-0, y=2, 
DR UR: š жел | 
Tiesiu 2х+7у-6=0 ir х-2у+8=0 susikirtimo taškas уга 
A(- 4; 2). 


Pertvarkę lygtį x -3y +4 = 0, gauname y Mei 


Vadinasi, šios tiesės krypties koeficientas уга k = L 


Sakykime, kad ieškomoji tiesė, einanti per tašką A(- 4; 2), yra 
у= Кх+1. 
Kadangi ši tiesė eina per tašką A , tai šio taško koordinatės turi tenkinti 


šią lygtį. 
Gauname lygybę -4k +! = 2. 
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Lygiagrečių tiesių krypties koeficientai yra lygūs, todėl k=— ir 


w | 


4 4 10 
p 2, arba 278 


> 1 10 
Taigi ieškomoji lygtis уга у = 3° + 4” 


arba x -3y +10 = 0. 
Atsakymas. x -3y +10 = 0. 
39. Tiesė eina per tašką AQ; 5) ir kerta funkcijos у = x^ grafiką taškuose, 


kurių ordinačių suma yra mažiausia. Raskite šios tiesės krypties 
koeficientą k ir užrašykite tiesės lygtį. 


Sprendimas. 

Tiesė eina per tašką A(2; 5) , todėl jos lygtis 
yra y=k(x-2)+5 , keR. Ši tiesė kerta 
parabolę y = х? dviejuose skirtinguose taškuose 
A (x; ж) іг A,(x;; yı), todėl šių taškų 
koordinatės x,, y, ir x,, y, turi tenkinti tiesės 
lygti: y, = k(x, -2)+5 ir y, = (х, -2)+5. 


Iš šių dviejų lygčių galime rasti ordinačių sumą y, + y; : 

y, +y, = k(x, –2)+5 + (х, —-2)+5= k(x, +x,-4)+10, 
kur x, ir x, — lygties x? =k(x-2)+5 „ty. lygties х? -kx+2k-5=0 
šaknys. 

Taikydami Vijeto teoremą, gauname x, +x, = —(-k)=k. 

Taigi x, + x, = k. Įrašę šią sumos x, + x, reikšmę į lygybę 
у + y> = k(x, + x, - 4)+10 , gauname, kad 
y, +y, =k(k-4)+10=k'-4k+10=(k-2) +6. 

Matome, kad kvadratinis trinaris k? – 4k +10 įgyja mažiausią reikšmę, 
lygią 6, kai k=2. Taigi tiesės krypties koeficientas k=2 ir ieškomoji 
tiesės lygtis yra y = 2(x - 2)+5 „arba y=2x+1. 


Atsakymas. k=2, y=2x+1. 
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40. Stačiakampis ABCD išsidėstęs koordinačių plokštumoje taip, kad 
kraštinė АВ yra ordinačių ašies dalis, o viršūnės C ir D yra atitinkamai 
parabolės у = –х? +2х-2 ir tiesės y —3—3x taškai, be to, viršūnės D 
abscisė priklauso atkarpai (012; 12]. 1) Kokia turi būti taško D 


abscisė, kad stačiakampio ABCD plotas būtų mažiausias? 2) Raskite šį 
mažiausią stačiakampio plotą. 


Sprendimas. 

Sakykime, taško D  abscisė yra t. 
Stačiakampio ABCD viršūnių koordinatės yra 
tokios: A(0;3—31), B(0; -£ 2-2), 
C(;-? «2(-2), D(;3-30). Tada AD-t, 
DC -3-3t - (Ct +2:-2)= 
-3-3te t) -2t e 2zt) - 5+5. 

Stačiakampio ABCD plotas 5 = AD- DC 
yra kintamojo / funkcija 

50) =:-(2 -51+5)=P — 5 + 5: , apibrėžta atkarpoje [0,12; 1,2]. 

Pabrėžiame, kad kintamasis t gali įgyti tiktai reikšmes iš atkarpos 
[0,12; 1,2]. 

Vadinasi, tolesnis uždavinio sprendimas susiveda į ploto funkcijos (г) 
mažiausios reikšmės radimą atkarpoje (0,12; 1,2]. Tuo tikslu rasime 
funkcijos 8(/) kritinius taškus, priklausančius atkarpai [012; 12], po to 
apskaičiuosime funkcijos S(/) reikšmes kritiniuose taškuose bei atkarpos 
(0,12; 12] galuose ir iš visų gautų reikšmių išrinksime mažiausią. 


Išvestinė S" @)= 3t —101+5 lygi nuliui taškuose t= Il 


253440 
3 


2 


. Vadinasi, funkcija 5(4) turi du kritinius taškus £, = У zum ir 


5410 5-410 


„= $3 iš kurių tiktai pirmasis taškas r, = 5 priklauso atkarpai 
[0,12; 1,2]. 
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Apskaičiuosime funkcijos S( reikšmes kritiniame taške / = = 
bei atkarpos [012; 12] galuose: 


Sa aa basa 


=142, 
3 3 


S(0,12)= 012? —5-0,127 +5-0,12 = 0,529728, 
S(1,2)=1,2? -5.12? + 5 -1,2 = 0,528 . 


Matome, kad funkcija S(r) savo mažiausią reikšmę, lygią 0,528, įgyja 
taške 2-1,2. 


Taigi stačiakampis ABCD turi mažiausią plotą, lygų 0,528, kai viršūnės 
D abscisė t x12. 


Atsakymas. 1) 1,2; 2) 0,528. 


4l. Apie tiesių у-0,2х-04, y=x+2, у-8-х ribojamą trikampį 


apibrėžtas apskritimas. Užrašykite jo lygtį. 


Sprendimas. 


Tiesės у=х+2 krypties koeficientas k,=1, o tiesės y=8-x 
krypties koeficientas k, = –1. Pastebėkime, kad k,-k, =-1, todėl tiesės 
y=x+2 ir у-8-х yra statmenos viena kitai. Vadinasi, trikampis ABC — 
statusis. Prisiminkime, kad apie statųjį trikampį apibrėžto apskritimo centras 
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yra jo įžambinės vidurio taškas. Taigi apie trikampį ABC apibrėžto 
apskritimo centras O, yra įžambinės AB vidurio taškas. 

Rasime tiesės y=0,2x—-04 ir tiesių y=x+2 bei у-8-х 
susikirtimo taškus Я ir B, kurie yra įžambinės galai. Išsprendę lygčių 
sistemas 

y=0,2x-0,4, : y=0,2x-0,4, 
Гава 2 жай 


gauname taškus А(-3;-1) ir B(7;1). Rasime apskritimo centro О, 
(įžambinės AB vidurio taško) koordinates: 
dad анат 
2 2 
Taigi apskritimo centro koordinatės yra O, (2; 0). Raskime apskritimo 


spindulį R- OA. 


x= 


Apskritimo spindulio ilgis lygus atstumui tarp dviejų koordinačių 
plokštumos taškų O,(2;0) ir 4(-3; -1): 


OA-(-3-2y +(-1-0) = J26. 


Tada ieškomoji apskritimo lygtis yra 
(+-2)' +y’ -(/%) „t.y. (x -2y +y =26. 


Atsakymas. (x - 2) + y? = 26. 
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6.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


ABCDEF - taisyklingasis šešiakampis. Vektorius BC ir BD 
išreikškite vektoriais AB ir AF . 

ABCD - lygiagretainis, taškas M — kraštinės CD vidurys. Vektorius 
BD ir AM išreikškite vektoriais BM іг МС. 

K ir M - lygiagretainio ABCD kraštinių BC ir CD vidurio taškai ir 
AK = а, АМ =b. Vektorius BD іг AD išreikškite vektoriais d ir b. 
Taškai M ir N — trikampio АВС kraštinių AB ir AC vidurio taškai. 
Vektorius AB 2 AC ir MN išreikškite vektoriais BN ir СМ. 

ABCD - lygiagretainis, M e BC, Ne DC ir ВМ:МС=1: 2, 
DN:NC-1:2, AM =á, АМ - b. Vektorius AB, AD, MN ir BD 
išreikškite vektoriais 4 ir b. 

MNRP - lygiagretainis, A€ PR, Ве NR, be to, RA: AP = 2:3, 
NB : BR-5:2ir MN =k, MP =]. Vektorius AB, BP, ВМ ir RM 
išreikškite vektoriais K іг /. 

Duotas trikampis APS. Taškas N priklauso atkarpai AP, o R — atkarpai 
PS, be to, AN:NP-8:3,PR:RS-7:2 ir AP=ū, PS-b. 
Vektorius AR, RN, AS іг SN išreikškite vektoriais 4 ir b. 

Raskite vektoriu a, b irc koordinates, kai: 

a) 8І21, !(-zs|]  m(6-a4]jir 


b) т{-3;2) (6-1, 1-48). 


с) 15-3, 86-6, p(2;-1) irp{2;-1} ir 


11. 


. Duotame brėžinyje АМ =5 ir МВ =12. 


Kurie vektoriai kolinearüs, kai: 

a а-)-4і, b-j, ë -8i -2j. 

b) m-6i-15i, n-3j-05i, k--3i 412j. 
о 800, s(z1) a(-4-6]? 


. Raskite taško P koordinates, kai A(0; 2), B(3; 1), C(-5; 3), D(2; 4) ir 


PA + PB + PC + PD =0. 

Raskite К reikšmę, su kuria vektorius d kolinearus vektoriui č , kai 
d=ū+kb ir 

а) а(;0, b(22) 243%-5) 

b) àá(35-2) Б{1;1) 210;5). 


. Raskite vektorių 24-5 іг ЗБ —à ilgius, kai а=] - 2i, b = -i -2i. 
‚ Raskite |248) kai |š|= 13, [5| - 19 ir là - 2| = 22. 
‚ Raskite ||, kai |a|=6, [a 2| - 11 ir |a -6|=7. 


. Duoti trys vektoriai m(-12) p(4;-2] ir T{2;-3} Išreikškite 


vektorių à = т + 27 vektoriais m ir p. 


Išreikškite vektorių AM koordinatiniais 
vektoriais ï ir j. 


17. Taškas M dalija atkarpą PK santykiu 3: 1, skaičiuojant nuo taško P. 


18. 


Raskite taško P koordinatę, jei M(2; — 4) ir K(3; 5). 


Raskite abscisių ašies taško M koordinates, kai to taško atstumas iki 
taško A(3; – 3) lygus 5. 


. Raskite abscisių ašies tašką, vienodai nutolusį nuo taškų: 


a) All; 2) ir B(-3; 4), 
b) E(-2;4) ir F(6; 8). 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


m 


Raskite ordinačių ašies tašką, vienodai nutolusį nuo taškų: 
a) С(4;-3) ir E(8; 1), 
b) P(-2; 1) ir R(4; I). 


Raskite trikampio BEF viršūnės B koordinates ir pusiaukraštinės EM 
ilgį, kai F(4; -3), E(2; 4) ir M(1; - 2). 


Raskite lygiagretainio BALK viršūnės L koordinates, kai 
A(-4;4), B(-5;1) ir K(-1; 5). 


Raskite lygiagretainio — JGBC viršūnių koordinates, kai 
B(4; 1), с(-1; 3) ir O(0; 1) — įstrižainių susikirtimo taškas. 

Įrodykite, kad A АКС – lygiašonis trikampis, kai A(4;8), K(4;-8), 
c(7; 0). Raskite jo plota. 


Keturkampio EFCK viršūnių koordinatės Е (8-3), F(2;5), 
С(10;11), K(16;3). Raskite keturkampio plotą. 

Taškai 4(2;1), B(3; -1), C(-4;0) yra lygiašonės trapecijos ABCD 
viršūnės. Raskite taško D koordinates, kai AB =kCD. 


Raskite kvadrato ABCD viršūnių C ir D koordinates, kai žinomos 
viršūnių А ir B koordinatės: A(2; 1), B(4; 0). 

Duotos dvi lygiakraščio trikampio viršūnės A(-2; 2) ir B(-2; -4). 
Raskite trečiosios trikampio viršūnės koordinates ir jo plotą. 

Žinomos visų keturkampio ABCD viršūnių koordinatės: 
4(2;-2), B(-3;1), C(7;7), D(7;1). Irodykite, kad keturkampis 
ABCD yra trapecija. Apskaičiuokite jos vidurinės linijos ilgį. 

Duotos lygiagretainio РАВС viršūnės Р(0;0), A(3;6) іг B(8;6). 
Raskite įstrižainių PB ir AC ilgių santykį. 

Trikampio kraštinių vidurio taškų koordinatės А(— l; 2), B(2; -3), 
с(- 3; —1). Raskite to trikampio pusiaukraštinių susikirtimo taško 


koordinates. 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


Raskite vektorių а ir b skaliarinę sandaugą, kai: 
a) ū(-1; 2), b(0; –1), 

ba(-3;69 5(4;2) 

c)àá-i-4j, 5-і. 


Su kuria x reikšme vektoriai m ir л vienas kitam statmeni, kai: 
a) %43;-6, A(-23,, 
bm(-42)  n(2zx) 


c) mÍ 5; 4], af 25; - sj 
Kampas tarp vektorių G ir b lygus 120°, be to, là|-3 ir | =2. 
Raskite: 
a(-5), w(-5)) о (2-5). a +25). 

Raskite vektoriaus b, kolinearaus vektoriui 44 2; – 3), koordinates, jei 
ū-b=-26. 
Raskite kampą tarp vektorių 4 ir b, jei la = 25, o vektoriai 
m=2ū+b ігй-4-35 statmeni. 
Raskite vektoriaus т, kolinearaus vektoriui aí -2; 1} koordinates, jei 
= 5. 
Raskite Катра tarp nenulinių vektorių 2а ir b, kai 

— гу Ind -| . "d 

6-5) «Ga-i) =56, =2 ir =з, 
Vienetiniai vektoriai т, n ir p yra tokie, kad m Lñ, ñ 1 p. Kampas 
tarp m ir ñ lygus 60% Raskite vektorių à-3m-2n-«p ir 
b=-2m+n- p skaliarinę sandaugą. 
Raskite kampą tarp vektorių c = 42 4b ir 4---а +6, jei 
а--із), Б=ї +3]. 
Raskite kampo tarp vektorių р +4 ir p—d kosinusą, jei p = 8 +47, 
d -4i +j. 
Įrodykite, kad trikampis, kurio viršūnės A(2; 1) B(3; 0)ir c(i; 5), yra 
bukasis. Raskite trikampio bukojo kampo kosinusą. 
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43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


31 


52. 
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Duoti taškai А(1; 1), В(6; 6), C(5; 4), D(2; 1). Įrodykite, kad keturkampis 
ABCD yra trapecija. Raskite kampą tarp keturkampio įstrižainių. 
Trikampio ABC duota: AB =4i +2j, AC =3i +4], čia i ir j — 
vienetiniai vienas kitam statmeni vektoriai. Įrodykite, kad trikampis 
ABC yra statusis. Raskite jo plotą. 

Duotos trikampio ABC kraštinės AB=4, AC =8 ir ZBAC = 60°. 
Raskite vektoriaus AN ilgį, kai N e BC ir BN: NC=3: 1. 


Duoti du vektoriai ОА{ -L 2) ir OB( —4; - 2), čia О- koordinačių 

pradžios taškas. Raskite atkarpos АВ ilgį, trikampio OAB plotą ir 

pusiaukraštinės OM ilgį. 

Raskite trapecijos АРОК plotą, kai A(-2; 2), P(- 2; 3), D(4 ; 7), 

K(4;-2). Apskaičiuokite kampo D kosinusą. 

Raskite lygiagretainio NKSM plotą ir vektorių KM ir NS skaliarinę 

sandaugą, kai N(2; 4), K(6; 4), M(- 2; — 2), S(2; - 2) 

Trikampio viršūnės A(-1; 1) B(-5;4) ir C(7;2). Raskite vektoriu 

AB іг AC skaliarinę sandaugą АВ.АС. Apskaičiuokite trikampio 

plotą. 

Lygiagretainio ABCD kraštinėje АВ pažymėtas taškas K, АК: KB = 7. 

Kraštinė AB tris kartus ilgesnė už kraštinę BC. Vektorių DK 

išreikškite vektoriais AB ir AD ir raskite santykį рК |: АВ, kai 

ZBAD - 609. 

Duotas statusis trikampis ABC (Z C = 90°). Iš stačiojo kampo viršūnės 

nubrėžtas statmuo į įžambinę AB. 

1) Apskaičiuokite vektorių CH ir CB skaliarinę sandaugą, jei 
[ca|-3 ir [ca - 4. 

2) Vektoriu AH išreikškite vektoriais CB ir CA. 

Lygiagretainio ABCD smailusis kampas 4 lygus 60% o jo kraštinių 

ilgiai yra 8 cm ir 2 cm. 

1) Apskaičiuokite vektorių AM ir AN skaliarinę sandaugą, kai taškai 


M ir N - atitinkamai kraštinių BC ir CD vidurio taškai. 
2) Apskaičiuokite lygiagretainio įstrižainių ilgius. 


53. 


54. 


55; 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


Lygiašonio trikampio АВС šoninių kraštinių pusiaukraštinės AM іг CN 
statmenos tarpusavy. 


1) Vektorius AM ir CN išreikškite vektoriais BA ir BC. 

2) Apskaičiuokite kampo tarp vektorių BA ir BC kosinusą. 

Iš vektorių AB ir AD sudarytas lygiagre- 

tainis ABCD. B. с 

1) Apskaičiuokite vektorių AB ir AD 
skaliarinę sandaugą, jeigu Ай =5cm, 


|AD|=4cm, |BD|=3 ст. A H 


2) Vektoriu AN išreikškite vektoriais AB ir BD (taškas N — atkarpos 
DC vidurys). 


N 


Raskite kampo tarp lygiagretainio ABCD įstrižainių kosinusa, kai 
AB -àü-b-«3c,AD -4ü-b -6, čia 4,5,2 - vienetiniai poromis 
statmeni vektoriai. 

Trikampio ABC taškas М yra Кгабіпфе АВ ir AN =3-NB, 


pusiaukraštinė AM susikerta su CN taške O, be to, AM = CN =7 ir 
“МОМ = 60“. Raskite AB. 


Parašykite apskritimo lygtį, kai jo centro koordinatės (2; -4), о 
apskritimas eina per tašką P(2; 2). 


Apskritimo skersmuo yra atkarpa AK. Parašykite apskritimo lygtį, kai 
A(0; 2), K(6; 2). 


Apskritimas eina per tašką B(- 3; 2); jo centras уга ordinačių ašyje, о 
spindulys lygus 5. Parašykite apskritimo lygtį. 


Apskritimas, kurio centras A(0; 6), eina per tašką B(- 3; 2). 
Apskaičiuokite apie jį apibrėžto taisyklingojo šešiakampio plotą. 

Į kvadratą įbrėžtas apskritimas, kurio lygtis (х-2) +(у+1) =2. 
Raskite kvadrato plotą. 

Taisyklingas trikampis įbrėžtas į apskritimą, kurio lygtis 
x*+(y—2) =16. Raskite trikampio plotą. 
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63. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 
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Duotas apskritimas x? + y? = 9. Kitas apskritimas eina per koordinačių 
pradžią ir tašką All; 0) bei liečia duotąjį apskritimą. Parašykite to 
apskritimo lygtį. 


. Parašykite lygtį apskritimo, einančio per tašką A(2;1) ir liečiančio 


koordinačių ašis. 


Duotos lygiagretainio OABC viršūnės O(0;0), A(3;6) ir B(8; 6). 

1) Raskite įstrižainių OB ir AC ilgių santykį. 

2) Parašykite tiesių, kuriose yra lygiagretainio kraštinės, lygtis. 

3) Parašykite tiesės, kurioje yra įstrižainė AC , lygtį. 

Trikampio ABC viršūnių koordinatės yra А(- 5;— 2), B(- 5; 4), 
C(3; - 2). Raskite trikampio: 

a) kampų kosinusus, 

b) plotą, 

C) perimetrą. 

Tiesė / eina per taškus Alx,; y) ir В(х,; ж) Parašykite tiesės / 
lygtį, kai: 

a) Alt; 2), B(- I; 0), 


t) All; 1), B(l; 2), о A(2; 2), B(0; 2). 


Parašykite lygtis tiesių, einančių per tašką: 
1 
a) P(0; 0), jei krypties koeficientas k = ^ 


b) R(- 2: 7) jei krypties koeficientas k — -2 


Parašykite lygtį tiesės, einančios per koordinačių pradžios tašką ir 
tašką A(- 2; 3). 

Trikampio MNP viršūnės М(-2;-1), N(2;3) ir P(4;1). Parašykite 
trikampio pusiaukraštinių MA ir NB lygtis. 

Keturkampio AKRS viršūnių koordinatės 4(-2;3), K(4;4), R(6;1), 
SQ; - 2). Parašykite keturkampio įstrižainių lygtis. 

Abscisių ašyje pažymėkite tašką C tokį, kad atstumų nuo šio taško iki 


taškų 4(2;4) ir B(8; 2) kvadratų suma būtų mažiausia. Raskite taško 
C koordinates. 


73. 


74. 


75. 


76. 


T: 


78. 


79. 


80. 


81. 


Stačiakampėje koordinačių sistemoje duotas 
taškas M (I; 2). Parašykite lygtį tiesės, 
einančios per tą tašką ir atkertančios nuo 
pirmojo koordinatinio kampo mažiausio 
ploto trikampį. 


Tiesė eina per tašką 4(2;1) ir kerta funkcijos y=8-x° grafiką 
taškuose, kurių abscisių kvadratų suma yra mažiausia. Apskaičiuokite 
tiesės krypties koeficientą k ir plotą figūros, apribotos ta tiese ir duotąja 
parabole. 

Raskite funkcijos у= х? grafiko taško, esančio arčiausiai taško 
A(-1; 2), koordinates. 


Stačiakampėje koordinačių sistemoje 
duotas taškas P(- 2- 1). Parašykite lygtį 
tiesės, einančios per tą tašką ir atkertančios 
trečiojo koordinatinio kampo kraštinėse 
atkarpas, kurių ilgių suma yra mažiausia. 


Tiesė turi neigiamą krypties koeficientą k < O ir eina per tašką A(2; 1). 
Pažymėkime šios tiesės ir koordinatinių ašių x ir y susikirtimo taškus. 
Užrašome atstumų nuo koordinačių pradžios taško iki minėtų dviejų 
taškų sandaugą. Kokią mažiausią reikšmę gali įgyti ši sandauga? 

Duoti taškai A(2;0) ir B(4;3). Ordinačių ašyje pažymėkite tašką N, 
tokį, kad atkarpų AN ir NB ilgių suma būtų mažiausia. Nurodykite šio 
taško koordinates. 


Tiesė eina per tašką All; 4) ir kerta parabole y = x? taškuose, kurių 
ordinačių suma yra mažiausia. Apskaičiuokite tokios tiesės krypties 
koeficientą k ir plotą figūros, apribotos šia tiese ir duotąja parabole. 
Tiesė, turinti teigiamą krypties koeficientą (k > 0) ir einanti per tašką 
A(-1 ; 2), kerta koordinačių ašis taškuose B ir C. Nagrinésime atstumų 
nuo koordinačių pradžios taško iki taškų B ir C sumą. Kokią mažiausią 
reikšmę gali įgyti ši suma? 

Tiesė, turinti neigiamą krypties koeficientą (k < 0) ir einanti per tašką 
A(2 2 1) „kerta koordinačių ašis taškuose В іг С. Nagrinésime atstumų 


nuo koordinačių pradžios taško iki taškų B ir C sandaugą. Kokią 
mažiausią reikšmę gali įgyti ši sandauga? 
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7 skyrius. Simetrija 9° Simetrija taško atžvilgiu (centrinė simetrija) 
7.1. Trumpa teorinė medžiaga Taškai A ir A, yra simetriški taško O atžvilgiu, 
jeigu taškas O yra atkarpos AA, vidurio taškas, 
ty. АО- OA;,. 


Tašką O laikysime simetrišku sau pačiam. 


9° Simetrija tiesės atžvilgiu (ašinė simetrija) 


Taškai A ir A, yra simetriški tiesės / atžvilgiu, 
jeigu: 
1) atkarpa AA, statmena tiesei /, t.y. AA, L I; 
2) tiesė | eina per atkarpos AA, vidurį, t.y. 

AB = А,В. 


Brėžinyje pavaizduotos dvi lygios figūros, 
užimančios tam tikrą padėtį taško O atžvilgiu. 


Pasukus vieną figūrą apie tą tašką 1809 kampu, 
ji sutaps su kita. Tokias dvi figūras vadinsime 
simetriškomis taško O atžvilgiu, o tą tašką — 
simetrijos centru. 


Dvi figūros yra simetriškos centro atžvilgiu, 
jeigu kiekvienas vienos figūros taškas yra 
simetriškas kitos figūros taškui to centro 
atžvilgiu. 


Dvi figūros yra simetriškos tiesės atžvilgiu, 
jeigu kiekvienas vienos figūros taškas yra 
simetriškas kitos figūros taškui tos tiesės 
atžvilgiu. 

Tokias figūras vadinsime simetriškomis tiesės 
atžvilgiu, o tiesę — simetrijos ašimi. 

Paveiksle pavaizduoti du trikampiai ABC ir Figūra, kuri centrine arba ašine simetrija atvaizduojama pati į save, 
A,B,C, simetriški tiesės / atžvilgiu. vadinama simetriška figūra. 


Pateikiame duomenis apie kai kurių plokštumos figūrų simetrijos centrą, 
simetrijos ašis ir simetrijos ašių skaičių. 
Kvadrato simetrijos ašys yra tiesės, einančios 


per kvadrato įstrižainių susikirtimo tašką ir у Simetrijos Simetrijos 
lygiagrečios jo kraštinėms. aš ašių skaičius 


Paveiksle pavaizduoto kvadrato ABCD | 
E 


simetrijos а5у5 уга tiesés / ir g. 
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Apskritimas simetriškas kiekvienos per jo 
centrą einančios tiesės atžvilgiu. 


7.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


Lygiašonis В 
trikampis Хқай 1. Nubrézkite atkarpą 4,B;, simetrišką 
atkarpai AB taško O atžvilgiu. 
Lygiakraštis Tris Sprendimas. 
trikampis Raskime taškus 4) ir B, 
Ау  simetriškus atkarpos AB galams A 
Q. ir B. 
Та5Ка А sujungiame tiese su tašku 
A BI O іг pratęsiame. — Atidedame 
: atkarpai АО lygią atkarpą OA, 
Kvadratas Keturios (40= 40,). 
Analogiškai nubrėžiame taškui B simetrišką tašką В). Taškus 4, ir B, 
„а a an 3 sujungiame atkarpa. 
Atkarpos AB ir 4,B, yra simetriškos taško O atžvilgiu. Tuo galima 
įsitikinti, pasukus atkarpą АВ 180% kampu apie tašką O — atkarpos AB ir 
Stačiakampis Dvi A,B; sutaps. 
2. Nubraižykite figūrą, simetrišką duotajai 
Romb <> Dvi figūrai, taško O atžvilgiu. 
ombas 
Sprendimas. 
Lygiašonė Viena B C Tašką А sujungiame tiese su tašku O 
trapecija ir pratęsiame. Atidedame atkarpai 
A AO lygią atkarpai AO, ( AO, = АО). 
x Q Qı Taškai А, ir A yra simetriški taško O 
4 atžvilgiu. 
! Analogiškai nubrėžiame taškams B, 
Skritulys Be galo daug C 4 C, D simetriškus taškus B,,C,, D.. 
à Gautus taškus sujungiame. 
Keturkampis 4,B,C,D, yra simetriškas keturkampiui ABCD taško O 


atžvilgiu. 
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3. Nubraižykite atkarpai АВ simetrišką 


atkarpą A,B; tiesės a atžvilgiu. 


Sprendimas. 
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Iš taško A brėžiame tiesę, 
statmeną tiesei a. Šią tiesę 
pratęsiame ir atidedame atkarpai 
AD lygią atkarpą АО 
(AD = DA). Gautas taškas A, 
bus simetriškas taškui 4 taško D 
atžvilgiu. 

Analogiškai atidedame taškui B 
simetrišką tašką B,. Taškus A, ir 
B, sujungiame atkarpa. 


Atkarpos AB ir A,B, yra simetriškos tiesės a atžvilgiu. Tuo galima 
įsitikinti, sulenkus lapą per tiesę a — atkarpos АВ ir A,B, sutaps. 


B 
4. Nubraižykite trikampiui АВС simetrišką ° 
А 
C 


trikampį А,В,С, tiesės а atžvilgiu. 


Sprendimas. 


Ai 


Iš taško A brėžiame tiesę, statmeną 
tiesei a. Šią tiesę pratęsiame ir 
atidedame — atkarpai AD lygią 
atkarpą 410 (Ар = AD). 

Analogiškai gauname taškams B ir 
C simetriškus taškus B, ir С, 
Gautus taškus sujungiame. 


Trikampis А,В,С, simetriškas 
trikampiui ABC tiesės a atžvilgiu. 


Taškai A(- 2;4) ir B(2; - 1) yra atkarpos AB galai. Nubraižykite: 
a) atkarpą 4,B, simetrišką duotajai atkarpai abscisių ašies atžvilgiu, 


b) atkarpą 4;B; simetrišką duotajai atkarpai ordinačių ašies atžvilgiu, 
c) atkarpą 43B; simetrišką duotajai atkarpai taško O(2; 3) atžvilgiu. 
Užrašykite gautų taškų koordinates. 


Sprendimas. 


4 


AC2-4.5(5) (54) В8,-2-) 4(62) B,(2;7) 

a) Koordinačių plokštumoje nubraižykite trikampį, kurio viršūnės уга 
A(-5;3), B(; - 5), C(- 2; 6). 

b) Nubraižykite ašies Ox atžvilgiu jam simetrišką trikampį А,В,С,. 
Užrašykite jo koordinates. 

c) Raskite ilgiausios kraštinės ilgį. 


Sprendimas. 
a) b) 4,5-5; 33), 
В\(1; 5), 
Ci(-2; -6). 


Ci 
c) Kadangi ilgiausia kraštinė уга В,С), o B(E 5), С(-2;-6), tai В.С, 


ilgis: ВС, - C2-1y «(-6-5y = (C3) +(-11) = 4130. 
Atsakymas. b) AC 5; -3), B, (I; 5), C, C 5- 6) ; c) 1130. 
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7.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Nubraižykite figūrą, simetrišką duotajai figūrai, taško O atžvilgiu. 


D p) B 
7 J- | 
А 8 A 9 


Nubraižykite figūrą, simetrišką duotajai figūrai, taško A atžvilgiu. 


) b) B 
ҒА с 
B А D e 


M figūrą, simetrišką ps figürai, tiesés a atZvilgiu. 


Al NP 


Taškai M (2; 4) 4) ir N(8; 3) 3) yra atkarpos MN galai. 

Užrašykite: 

a) atkarpos ММ, simetriškos duotajai atkarpai abscisių ašies atžvilgiu, 
koordinates, 

b) atkarpos ММ), simetriškos duotajai atkarpai ordinačių ašies 
atžvilgiu, koordinates, 

c) atkarpos МУ, simetriškos duotajai atkarpai taško chl; 2) atžvilgiu, 
koordinates, 


d) atkarpos МҮМ, simetriškos duotajai atkarpai taško O(0; 0) atžvilgiu, 


koordinates. 
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Kurios tiesės atžvilgiu simetriški taškai: 
a) A(2;4) ir AG; - 4), 

b) B(3; 6) ir B,(-3; 6), 

c) C2; 4) ir C,(4; 2) ? 


Žinomos trikampio ABC viršūnių koordinatės: 

A(2; 2), B(l; 6), с(4; 5). Nubraižykite jam simetrišką trikampį 4,B,C;: 
a) ordinačių ašies atžvilgiu, 

b) tiesės y = x atžvilgiu, 

c) taško K(0; 1) atžvilgiu. 

Užrašykite taškų koordinates. 


a) Koordinačių plokštumoje nubraižykite trikampį KLM, kai jo taškų 
koordinatės K(2; 0), 1(0;-5), M(- 4; 8). 


b) Nubraižykite ašies Oy atžvilgiu jam simetrišką trikampį KL „M. 
c) Raskite jo viršūnių koordinates. 
d) Apskaičiuokite trumpiausios kraštinės ilgį. 


Trapecija АВСР yra simetriška Oy ašies atžvilgiu. 

a) Raskite kitų trapecijos viršūnių koordinates, jeigu B(- 2; 3) ir 
D(5; - 2). 

b) Apskaičiuokite trapecijos plotą ir perimetrą. 


Taškai A(3;b) іг А(а;-5) yra simetriški ašies Ox atžvilgiu, o taškai 
A (c; 5) ir 4,(6; b) — ašies Oy atžvilgiu. Raskite šių taškų koordinates. 


. Duota, kad OA = OB. Įrodykite, kad taškai A ir 


B yra simetriški atžvilgiu tiesės, kurioje yra о 
kampo АОВ pusiaukampinė. 


B 


. Bukojo kampo viduje iš kampo viršūnės nubrėžti statmenys į kampo 


kraštines. Kampo tarp statmenų pusiaukampinėje pažymėtas taškas M. 
Įrodykite, kad jis vienodai nutolęs nuo bukojo kampo kraštinių. 


. Remdamiesi ašine simetrija, įrodykite, kad lygiagretainis, kurio 


įstrižainės statmenos, yra rombas. 
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1 skyrius. Pagrindinés stereometrijos savokos 


I I DA LIS 1.1. Trumpa teorinė medžiaga 


9° Stereometrijos aksiomos: 


STEREOMETRIJA 


9 9 9 


ы 


э Tiesės erdvėje 


Dvi tiesės erdvėje 
C(-4;4;0) | prasilenkiančios. 
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1. Per tris taškus, nesančius vienoje tiesėje, eina 
vienintelė plokštuma. 

Remiantis šia savybe galima paaiškinti, kodėl 
stalas, turintis tris kojas, nesvyruoja. 


2. Jeigu du tiesės taškai priklauso plokštumai, 
tai visi tos tiesės taškai priklauso plokštumai 
(tiesė priklauso plokštumai). 


Jei А, BeairA, Be <, tal a c a. 


Tiesė, esanti plokštumoje, dalija plokštumą į 
dvi dalis — pusplokštumes. 


3. Jeigu dvi skirtingos plokštumos turi bendrą 
tašką, tai jos turi ir bendrą tiesę, einančią per tą 
tašką; toje tiesėje yra visi bendrieji abiejų 
plokštumų taškai. 

Jei A e a ir A е ДЙ tai yra tokia tiesė a, kad 
acairacf 


gali būti lygiagrečios, susikertančios ir 


Lygiagrečiomis tiesėmis erdvėje vadinamos 
dvi tiesės, kurios yra vienoje plokštumoje ir 
neturi bendrų taškų. 

Zymima: a || b. 

аєа, Бє а, амь =. 
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Susikertančiomis tiesėmis erdvėje vadinamos 
dvi tiesės, kurios yra vienoje plokštumoje ir turi 
vieną bendrą tašką. 


аєа, Бє а, arb = A. 


Jeigu dvi tiesës susikerta, tai kampu tarp ju 
vadiname mažesnįjį iš susidariusių gretutinių 
kampų. Kampą tarp tiesių a ir b žymėsime 
Z(a, b). 

Jei anb, tai Z(a,b)- o. 


Kai ф-909, sakysime, kad tiesės a іг b yra statmenos. Rašysime 


alb. 


Jeigu tiesės yra lygiagrečios, tai kampą tarp ju 
laikysime lygiu nuliui. 
Jei a||b „tai Z(a,b)= 0". 


Prasilenkiančiomis tiesėmis erdvėje 
vadinamos dvi tiesės, kurios nesusikerta ir nėra 
vienoje plokštumoje. 


аєа, Бе а, амь =. 


Per dvi susikertančias arba lygiagrečias tieses eina vienintelė 


plokštuma. 


= Kampas tarp prasilenkiančių tiesių 


Jeigu tiesės a ir b yra prasilenkiančios, tai kampą tarp jų apibrėšime 


taip: 
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1) Vienoje tiesėje, pavyzdžiui, b, pasirinkime 
tašką B. Per tiesę a ir tašką B brėžiame 
plokštumą a. 

Beb, aca, Bea. 


2) Plokštumoje a per tašką B brėžiame tiesę a,, 
lygiagrečią tiesei a. 
a ca, Bea, a,||a. 


3) Randame kampą tarp susikertančių tiesių a, 
ir b. Šį kampą laikysime kampu tarp 
prasilenkiančių tiesių a ir b. 

L(a, b)- Z(a,, b) ç. 


4" Atstumas tarp prasilenkiančių tiesių 


Atstumas tarp dviejų prasilenkiančių tiesių lygus ilgiui bendro tiesių 
statmens, kurio galai yra šiose tiesėse. 


Jeigu per vieną iš prasilenkiančių tiesių a 
išvesime plokštumą a, lygiagrečią tiesei b, tai 
atstumas tarp tiesės b ir plokštumos с bus lygus 
atstumui tarp prasilenkiančių tiesių a ir b. 


Sakykime, tiesės a ir b yra prasilenkiančios. Jei 
tiesės a projekcija plokštumoje a yra taškas М, 
t.y. tiesė a yra statmena plokštumai a, tiesės b 
projekcija plokštumoje а yra tiesė b', tai 
atstumas tarp prasilenkiančių tiesių a ir b lygus 
atstumui nuo taško M iki artimiausio tiesės b' 
taško М, су. jei MN 1 b', tai MN — atstumas 
tarp prasilenkiančių tiesių a ir b. 


9° Tiesė ir plokštuma erdvėje 


Galimos trys tiesės ir plokštumos tarpusavio padėtys. 


1) Tiesė yra plokštumoje: 
a c a-tiesė a priklauso plokštumai а. 
Visi tiesės a taškai priklauso plokštumai a. 
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2) Tiesė kerta plokštumą: 

ага = A- tiesė a kerta plokštumą a taške А. 
Tiesė a ir plokštuma < turi tik vieną bendrą 
tašką A. 


3) Tiesė ir plokštuma yra lygiagrečios: 
a || @— tiesė a lygiagreti plokštumai а. 
Tiesė a ir plokštuma а bendrų taškų neturi. 


jJ 


= Tiesés іг plokštumos lygiagretumo požymiai 


1. Jei plokštumoje nesanti tiesė lygiagreti bet 
kuriai toje plokštumoje esančiai tiesei, tai ta 
tiesė lygiagreti plokštumai. 

Jei b || airac a, obg a, taib || a. 


2. Jei plokštuma eina per tiesę, lygiagrečią kitai 
plokštumai ir kerta tą plokštumą, tai plokštumų 
susikirtimo tiesė lygiagreti tai tiesei. 

Jeia || о; A a=birac Ątaia||b. 


ІШІҢ 


4” Tiesés ir plokštumos statmenumas 


Tiesė vadinama statmena plokštumai, jeigu ji 
yra statmena kiekvienai tiesei, esančiai toje 
plokštumoje. 


JaiaLb,alLc,ald,... G, c, d, ... с а), tai 
а 1 æ- tiesé a statmena plokštumai a. 


Jei tiesė a statmena plokštumai a, tai ji kerta tą 
plokštumą. 


E 


2 


a Tiesės ir plokštumos statmenumo požymis 
Jei tiesė statmena dviem susikertančioms 


44 tiesėms, esančioms plokštumoje, tai ji statmena 
tai plokštumai. 
Jaialc,alboccaebcaircNb=A,tai 
ala. 

" b Jei viena iš dviejų lygiagrečių tiesių уга 
statmena plokštumai, tai ir kita tiesė statmena 
tai plokštumai. 


Jeia || bira La, tai ir b L a. 


9° Statmuo ir pasviroji 
А : Ç 
Statmeniu (4B) plokštumai, išvestu i$ kurio 
nors taško, vadinama atkarpa, jungianti ta taška 
su plokštumos tašku ir esanti plokštumai 


N statmenoje tiesėje. 
Tos atkarpos galas, esantis plokštumoje, 
vadinamas statmens pagrindu. 


Pasvirąja (4C) plokštumai, išvesta iš kurio nors taško, vadinama 
kiekviena jai nestatmena atkarpa, kurios vienos galas yra minėtas taškas, o 
kitas galas — plokštumos taškas. Atkarpos galas, esantis plokštumoje, 
vadinamas pasvirosios pagrindu. 


Atkarpa, jungianti statmens ir pasvirosios, išvestų iš to paties taško, 
pagrindus, vadinama pasvirosios projekcija (BC). 


Kampu tarp tiesės ir plokštumos, kertančios 
tą tiesę ir jai nestatmenos, vadinamas kampas 
tarp tiesės ir jos projekcijos plokštumoje. 

а- kampas tarp tiesės AK ir plokštumos 5, 

AM - tiesės AK projekcija plokštumoje A. 


9° Trijų statmenų teorema 


Tiesė, išvesta plokštumoje, statmena pasvirosios projekcijai toje 
plokštumoje, yra statmena pasvirajai. 
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AB — statmuo plokštumai a, 

AC - pasviroji, 

BC — pasvirosios AC projekcija plokštumoje а, 
a - tiesė, išvesta plokštumoje а, statmena 
pasvirosios projekcijai BC. 


Jei a ВС, tai a 1 AC. 


Atvirkštinė teorema. Tiesė, išvesta plokštumoje, statmena pasvirajai, 
yra statmena ir jos projekcijai. 


*' Dviejų plokštumų tarpusavio padėtis 


Dvi skirtingos plokštumos gali: 
1) turėti bendrų taškų; 
2) neturėti bendrų taškų. 


Jeigu dvi skirtingos plokštumos turi bendrą 
tašką, tai jos susikerta tiese, kurioje yra visi tų 
plokštumų bendrieji taškai. 


Jei Aca, Ace B, tai aNB=a, Аса. 


Dvi plokštumos, neturinčios bendrų taškų, 
vadinamos lygiagrečiomis plokštumomis. 


Jei plokštumos < ir Ø yra lygiagrečios, tai 
rašome а || Z. 


т” Plokštumų lygiagretumo požymis 


Jei vienos plokštumos dvi susikertančios tiesės 
lygiagrečios kitos plokštumos dviem  susi- 
kertančioms tiesėms, tai tos plokštumos lygia- 
grečios. 


Jei a, b, са, a rb, = A, 


a,b, < a, a, Nb, = А,, a, || a,, b || 5, tai a ||P. 


S Lygiagrečių plokštumų savybės 


HET 
PR 4 Ға 
Ет 


> 


v V 
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1. Jei dvi lygiagrečias plokštumas kerta trečia 
plokštuma, tai jų susikirtimo tiesės lygia- 
grečios. 

Jei a || A o plokštuma xkerta plokštumas air 3 
tiesėmis a ir b atitinkamai, tai a || b. 


2. Lygiagrečių tiesių atkarpos, esančios tarp 
lygiagrečių plokštumų, lygios. 


Jei a | A o a ir b — plokštumas a ir 2 
kertančios lygiagrečios tiesės, tai 


čia 4, 45, іг Bj, B; — tiesių ir plokštumų 
susikirtimo taškai. 


3. Jei dvi lygiagrečias plokštumas kerta tiesė, 
statmena vienai iš plokštumų, tai ta tiesė 
statmena ir kitai plokštumai. 


Jei a||Birala, tai ir al 5. 
Jei a La ir f La, tai a ||. 


9 Kampas tarp plokštumų 


0 


Dvisieniu kampu vadinama erdvės dalis, 
apribota dviem pusplokštumėmis, turinčiomis 
bendrą kraštą ( tiesę a). 

Dvisienį Катра ribojančios pusplokštumės 
vadinamos dvisienio kampo sienomis, o jų 
bendras kraštas — dvisienio kampo briauna. 


Dvisienį kampą, kurį sudaro pusplokštumės оа ir Да, žymėsime 


Za a 8. 
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Norėdami išmatuoti dvisienio kampo didumą, iš 
bet kurio briaunos a taško A abiejose kampo 
sienose išveskime briaunai DE statmenus 
spindulius AB ir AC: 

АВ 1 DE ir AC L DE. 
Tų spindulių sudarytas kampas BAC vadinamas 
dvisienio kampo tiesiniu kampu. 


9° Plokštumų statmenumas 


Kampu tarp dviejų susikertančių plokštumų vadinamas mažesnis iš 
susidariusių dvisienių kampų. 
Jeigu plokštumos yra lygiagrečios, tai kampą tarp jų laikysime lygiu 


nuliui. 


КА a 
EEKE 


Jei vienas iš keturių dvisienių kampų, gautų 
susikirtus dviem plokštumoms а ir yra 
status, tai tokios plokštumos vadinamos 
statmenomis (viena kitai statmenomis). 


Jei plokštumos a ir Z yra statmenos, tai rašome 


Z(aB)=90* arba al p. 


= Dviejų plokštumų statmenumo požymis 


268 


Jei viena iš dviejų plokštumų eina per tiesę, 
statmeną kitai plokštumai, tai tos plokštumos 
viena kitai statmenos. 


Jei b L a ir plokštuma 7 eina per tiesę b, tai 
Ві а. 


Išvada iš dviejų plokštumų  statnenumo 
požymio: 

Plokštuma, statmena dviejų plokštumų 
susikirtimo tiesei, yra statmena kiekvienai tų 
plokštumų. 

Jei y Lc, tai y La ir y L Ąčiac- plokštumų a 
ir Z susikirtimo tiesė. 


1.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


Taškai A ir B yra šalia plokštumos. Į šią plokštumą nuleisti statmenys 
AC ir BD. АС=3 т, BD-2m ir CD=24dm. Apskaičiuokite 


atstumą tarp taškų A ir B. 


Duota: AC LCD, BD LCD, 
AC = 3 m, BD = 2 m, CD = 24 dm. 
Rasti: AB. 
Sprendimas. 
1 atvejis. 
Taškai A ir В yra vienoje plokštumos a pusėje. 
Nubrėžiame atkarpą BK taip, kad BK || DC, 
DC LAC, BK 1 AC. 
KB -CD, KB-24m, AK = AC- CK, АК-3-2-іт. 
Iš stačiojo А AKB , taikydami Pitagoro teoremą, randame AB: 
AB! = AK! + KB", АВ? =1 +2,4 = 6,76, AB = 2,6 m. 


2 atvejis. 
Taškai А ir В yra skirtingose plokštumos с 
pusėse. Nubrėžiame atkarpą BK taip, kad 
BK||CD, AK=AC+CK, AK -5m, 
CD = KB = 2,4 m. 
I$ stačiojo A AKB randame AB: 
АВ? = AK? + KB", AB! = 52 + 24? = 30,76, 
AB =5,5 m. 


Atsakymas. 2,6 m arba =5,5 m. 


2. 


Iš taškų A ir B, esančių dviejose statmenose plokštumose nubrėžti 
statmenys AC ir BD tų plokštumų susikirtimo tiesei a. Apskaičiuokite 
atkarpos AB ilgį, kai АС = 6 dm, BD =7 dm, CD = 6 dm. 


Duota: a LB, AC La, BD La, 
AC =6dm, BD=7dm, CD =6 dm. 
Rasti: AB. 
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Sprendimas. 
Iš stačiojo A ACD randame AD: 
АР? = AC! + CD', Ар? = 62 +6 = 72, 
AD = 642 dm. 
Iš stačiojo A ADB randame AB (AD 1 DB): 
4B? = AD? + DB", AB! = (6\2 |] +7 =121, 
AB =11 dm. 


Atsakymas. 11 dm. 


3. 1% taško išvestos tarpusavyje statmenos pasvirosios, kurių projekcijos 
plokštumoje lygios 6 cm ir 2 cm, o jų su plokštuma sudaromi kampai 
atitinkamai lygūs 30? ir 60%. Apskaičiuokite atstumą tarp pasvirųjų galų. 
Duota: BD = 6 cm, CD = 2 cm, ZABD = 30°, 
ZACD = 60°, BA 1 AC. 


Rasti: BC. 
Sprendimas. 
I$ stačiojo A ADB randame pasvirąją AB: 
BD 6 
В-----, AB =— = 443 ст. 
cos 30? JI Уз ст 
2 
Iš stačiojo A ADC randame pasvirąją AC: 
Gar AC = S d um. 
cos 60? H 
2 


Kadangi A АВС yra statusis (BA 1 AC), tai BC randame taikydami 
Pitagoro teorema: 


BC? = AB? + АС?, ВС? = [aB] +4 = 64, BC =8 cm. 
Atsakymas. 8 cm. 


Iš taško į plokštumą išvestos dvi pasvirosios 20 cm ir 15 cm ilgio. 
Pirmosios pasvirosios projekcija toje plokštumoje lygi 16 cm. 
Apskaičiuokite antrosios pasvirosios projekcijos ilgį. 


4. 


Duota: AD =20 cm, AC =15 cm, BD =16 cm. 
Rasti: BC. 
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Sprendimas. 
I$ stačiojo A ABD randame statmeni AB: 


AB! = AD’ — BD', АВ? = 202 - 162 = 144, 
AB = 12 cm. 
I$ A ABC randame pasvirosios AC projekcija 
BC: BC! = AC! - AB2, BC? x15! -12! = 81, 
BC = 9 cm. 

Atsakymas. 9 cm. 
Iš taško į plokštumą išvestos dvi pasvirosios, lygios 10 cm ir 17 cm. Tu 


pasvirųjų projekcijų skirtumas lygus 9cm. Raskite pasvirųjų 
projekcijas. 


Duota: AC =10cm, AD=17 cm, 
BD- BC =9cm. 
Rasti: BD, BC. 
Sprendimas. 
Pažymėkime BC = x. Tada BD=x+9. 
Iš stačiojo A ABC išreiškiame AB: 
AB! = AC? - BC, AB! =10° — х? 2100 - x?. 
Iš stačiojo A ABD išreiškiame AB: 
АВ? = AD! - BD^, АВ? =17° -(x+9Y =289-x* -18x-81= 
=208— х? -18x. Sulyginę išraiškas 100— x? ir 208 — x^ –18х, 
gauname lygtį 100 — x^ = 208— x? — 18x , kurią išsprendę randame, kad 
x=6cm. 
Vadinasi, BC = 6 cm ir BD =15 cm. 
Atsakymas. 6 cm ir 15 cm. 


Trikampio krastinés yra 10 cm, 17 cm ir 21 cm ilgio. I$ trikampio 
didžiausio kampo viršūnės išvestas 15 cm ilgio statmuo trikampio 
plokštumai. Rasime atstumą nuo šio trikampio statmens galų iki 
ilgiausios trikampio kraštinės. 


Sprendimas. 
Sąlygoje duota, kad AC=10cm,CB=17cm ir AB=21cm. 
Trikampio ABC kampas C yra didžiausias, o kraštinė AB — ilgiausia. 
Atkarpa CK — statmuo trikampio plokštumai: CK L pl (ABC). 
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Trikampio АВС plokštumoje  išveskime 
CF 1 АВ ir sujunkime K su F. Kadangi 
CF LAB, tai ir KF LAB (pagal trijų 
statmenų teoremą). Vadinasi, CF ir КЕ yra 
ieškomosios atkarpos (CF — atstumas nuo taško 


K 
^ C iki tiesės AB, o KF — atstumas nuo taško K iki 


| tiesės AB). Rasime šiuos atstumus: 
CF -25мс ср 2o -akp - bi - e) (p-ap -b Xr --) 
AB AB 
CF = 2-424-(24 - 1024 -17024 - 21) Қ; 2.У24.14.7-3 S 
к 21 g 21 zx 


СЕ = 8 cm. 


КЕ = KC? - CF! , KF =J15° +8* =17, КЕ =17 cm. 
Atsakymas. 8 cm ir 17 cm. 


Rombo krastiné lygi a, o jo smailusis kampas lygus 45°. Erdvés taškas 
K yra nutolęs atstumu b nuo rombo kraštinių. Raskite to taško atstumą 
iki rombo plokštumos. 


Sprendimas. 
Sakykime, ABCD - rombas, kurio 
АВ = ВС = С” = Ар = а, ZB = ZD = 45°. 


Nubrėžiame tiesę KO, statmeną plokštumai 
D ABCD. Prisiminkime, kad atstumu nuo taško iki 
tiesės laikomas statmens, išvesto iš to taško į 
nagrinėjamą tiesę, ilgis. Vadinasi, statmenų KL 
ir KN, nubrėžtų iš taško K atitinkamai į rombo 
kraštines АВ bei CD, ilgiai ir yra taško K 
atstumai iki minėtų rombo kraštinių. 
Taigi KL 1 AB, KN LCD ir pagal uždavinio sąlygą KL = KN = b. 
Remiantis trijų statmenų teorema, OL L AB, ON LCD (OL ir ON yra 
pasvirųjų KL ir KN projekcijos rombo plokštumoje ABCD). Kadangi 
AB || CD, tai atkarpa LN yra statmena rombo kraštinėms AB ir CD. Šios 
atkarpos ilgis lygus rombo  aukštinės СЕ ilgiui. Vadinasi, 


J2 


LN = CE = asin45° S 


. Kadangi trikampis LKN уга lygiašonis, tai 
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LN 2 ЗР h ; 
OL = О, ax We 214 Iš stačiojo trikampio KON, taikydami Pitagoro 


2 
teoremą, randame atkarpos OK ilgį: OK = 4 KN? - ON? = „|b? EE 


а? 
Atsakymas. ‚/Ь? К 
8. Raskite kampą, kurį sudaro kubo A4BCDA,B,C,D, briaunos 44; ir CD. 


Sprendimas. 


Tiesés АА, ir CD — prasilenkiančios. Kadangi 
CD || AB, tai ieškomasis kampas lygus kampui 
AAB: ZA АВ = 90°. 


Atsakymas. 90°. 


9. Duotas stačiakampis gretasienis  ABCDA,B,C,D, 
AA, = 4 cm. Rasti atstumą tarp BD, ir AD. 


ir AB=3cm, 


Sprendimas. 
Tiesės BD, ir AD yra prasilenkiančios. 
Statmenoji (ortogonalioji) tiesės BD, projekcija 
sienos 44,B,B plokštumoje yra tiesė 418, о 
statmenoji tiesės AD projekcija sienos 44,B,B 
plokštumoje yra taškas 4. Išveskime 
AK L AB. Atstumas nuo taško A iki tiesės 
A,B, t.y. statmens AK ilgis, ir yra ieškomasis 
atstumas tarp prasilenkiančių tiesių BD, ir AD. 

Vadinasi, reikia rasti trikampio 44,8 aukštinę AK. Trikampio 44,B 
plotą galima rasti remiantis formulėmis: 

So „MA so AB AK 


MA B 2 AAB 2 


Gauname lygybe: 


Жая. АБАҚ arba АА, · АВ = AB- AK. 
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AA, · AB 
A, 
Iš stačiojo trikampio 44,8 , taikydami Pitagoro teoremą, randame АВ: 


Iš šios lygybės randame atkarpos AK ilgį: AK = 


= Ж 3-4 
АВ = JAB: + АА}, AB = 43! +4 = 5. Taigi АК co —24 cm. 
Atsakymas. 2,4 cm. 


10. Atkarpa AB, kurios ilgis lygus 10 cm, kerta plokštumą < taške C. 
Atkarpos galai A ir B nutolę nuo plokštumos atitinkamai 3 cm ir 2 cm 
atstumu. Rasti kampą tarp duotosios atkarpos ir plokštumos a. 


Sprendimas. 


Iš taško A į plokštumą a nuleiskime statmenį 
AE, o iš taško B — statmenį BD. Atkarpa CE yra 
atkarpos CA statmenoji projekcija plokštumoje 
a . Vadinasi, ZACE yra ieškomasis kampas. 
Analogiškai, atkarpa CD yra atkarpos CB 
statmenoji projekcija plokštumoje а. Todėl 
ZBCD taip pat galime laikyti kampu tarp 
tiesės AB ir plokštumos a. 

Pastebėkime, kad ZACE = ZBCD. Trikampiai 
ACE ir ВСР yra vienoje plokštumoje B, be to, A ACE ~ A BCD. Vadinasi, 


BD BC 2 10-АС 
С 


ш---, arba 

АЕ АС 3 

Statiajame trikampyje ACE statinis AE =3 cm lygus pusei įžambinės 
AC = 6 cm. Vadinasi, statinis AE yra prieš 30% kampą. Taigi, ZACE = 30°. 

Atsakymas. 30°. 


. Iš šios lygybės AC = 6 cm. 


11. Duotas statusis trikampis ABC, kurio ZC = 90°, o statinis AC yra 
plokštumoje a. Trikampis АВС su plokštuma a sudaro dvisienį kampą, 
lygų 45*. Rasime atstumą nuo trikampio viršūnės B iki plokštumos a, 
jeigu žinoma, kad АС = 20 ст ir AB: BC=3: 1. 


Sprendimas. 
Pažymėkime ВС = х. Tada АВ-3х. Iš stačiojo trikampio ABC, 
remdamiesi Pitagoro teorema, gauname АВ? = AC?+BC', arba 
(Зу) = 202 + x'. Iš šios lygybės x^ =50, ty. ВС? = 50. 
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n I$ taško B išveskime atkarpa BE la ir 
sujunkime taškus E ir C. Pastebékime, kad BC 
— pasviroji į plokštumą a, CE - jos projekcija 
plokštumoje 2, AC - plokštumos a tiesė. 
Kadangi АС LBC, tai ir AC LCE (pagal 
A trijų statmenų teorema). Matome, kad tiesės ВС 
ir CE statmenos dvisienio kampo tarp trikampio 
plokštumos ir plokštumos æ briaunai AC. 

Vadinasi, ZBCE - dvisienio kampo tiesinis kampas, kuris pagal 
uždavinio sąlygą lygus 45°. 

Pastebékime, kad АСВЕ- statusis lygiašonis trikampis, nes 
“ВСЕ = 45% ZBEC -909,ZCBE -459 Tada ВЕ = СЕ. Iš stačiojo 
trikampio BEC, taikydami Pitagoro teoremą, gauname: BE? + СЕ? = ВС’, 
ty. 2BE* =50, ВЕ? =25, ВЕ-5ст. 

Atsakymas. 5 cm. 


12. Duotas rombas ABCD, kurio ZA = 45°, AB = 8 ст. Iš rombo viršūnės 
C išveskime statmenį CF =7 cm rombo plokštumai ABCD. Rasime: 


a) atstumą nuo taško F iki rombo kraštinių BC ir CD, 
b) atstumus nuo taško F iki kraštinių AD ir AB. 


B Sprendimas. 


a) Pagal uždavinio sąlygą 
ЕС 1 plokšt. ABCD. 


/ Гр. Vadinasi, FC LBC ir FC 1 CD. 


А Atstumas nuo taško F iki kraštinių BC ir CD 
7 lygus statmens CF ilgiui, t.y. lygus 7 cm. 
4 b) I$veskime FK 1 AD (taškas K priklauso 
atkarpos AD tęsiniui). 
Remiantis atstumo nuo taško iki tiesės apibrėžimu, atkarpos FK ilgis ir 
yra ieškomasis atstumas nuo taško F iki tiesės AD. 
Atkarpa FK - раѕуігојі rombo plokštumai, todėl jos projekcija 
CK LAD (pagal trijų statmenų teoremą). Iš stačiojo trikampio DKC 


randame KC: 
KC =DC -<sinCDK, KC =8-sin459 = 4/2. 


275 


Iš stačiojo trikampio FKC randame ieškomąjį atstumą FK: 
FK = JFC КС?, FK = {7 +4412) = Ja9+32 =9. 
Taigi FK =9cm. Analogiškai randame ir atstumą nuo taško F iki 


tiesės AB. 
Atsakymas. a) 7 cm,b) 9 cm. 


13. Stačiojo trikampio ABC statiniai yra 15 cm ir 
20 cm ilgio. Iš stačiojo kampo C viršūnės į 
šio trikampio plokštumą išvestas statmuo 


CD =35 ст. Raskite atstumą nuo taško D 
iki įžambinės AB. 


Duota: ABC - statusis trikampis, “С = 90°. 
AC =15 ст, BC = 20 ст, 
CD 1 (ABC), CD =35 cm. 

Rasti: atstumą nuo taško D iki įžambinės AB. 


Sprendimas. 

Išveskime DE 1 AB. 
Kadangi DC - statmuo į trikampio ABC 
plokštumą, DE - раѕуігојі, CE — pasvirosios 
projekcija plokštumoje a; tai, remiantis trijų statmenų teorema, iš sąlygos 
DE 1 AB seka, kad CE 1 AB. 

Vadinasi, CE — trikampio ABC aukštinė. 

Iš stačiojo A ABC, taikydami Pitagoro teoremą, randame AB: 


AB = J AC? + BC, AB = 15! +20 = 4625 = 25, t.y. AB = 25 cm. 
Rasime trikampio ABC aukštinę CE. Pirmiausia randame trikampio 
ABC plotą: 


ac = CE, ХИР = 1220.150 cm“. 


To paties trikampio plotą galime skaičiuoti ir taip: 


AB. CE 
баст 2 ° 
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š ° 25 2-150 
Iš šios lygybės CE = — C ty, СЕ = ——— = Я 
уву AB y 25 12 cm 


I$ stačiojo A DCE , taikydami Pitagoro teoremą, randame DE: 


DE -4DC'«*CE', DE = 35° 412! = 41369 =37 cm. 


Atsakymas. 37 cm. 


қ Kvadrato ABCD kraštinė lygi a. Iš kvadrato įstrižainių susikirtimo taško 
O išvestas statmuo OK kvadrato plokštumai. Šio statmens ilgis lygus 


5432. Rasime: 


а) kampa, Кигі sudaro atkarpos KC ir BD, 
b) kampa, Кигі sudaro atkarpos KC ir AD. 


K Sprendimas. 
a) Pastebėkime, kad КС  -  pasviroji 
plokštumai ABCD, OC - jos projekcija. 
Kadangi kvadrato įstrižainės AC ir BD kertasi 


/ NIL C stačia kampu, tai BD LOC, 


Tada KC 1 BD (pagal trijų statmenų teorema). 
4 Жақа” Vadinasi, atkarpų KC ir BD sudaromas kampas 
a yra status. 


b) Atkarpu KC ir AD sudaromas kampas lygus kampui KCB, nes BC || AD. 
Rasime šį kampą. 

Išveskime ОҒ 1 BC ir sujunkime tašką K su tašku F. Tada KF 1 BC 
(pagal trijų statmenų teoremą). 


| 1 1 i 
Kadangi OK = 402, ОЕ cun ігі, remiantis Pitagoro teorema, 


KF 5448 
Tada igZKCF = 2, ty. IgZKCF = 2 — es. 


1 
-а 
2 


Vadinasi, ZKCF = 60°. 
Atsakymas. a) 90°; b) 60°. 
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15. ABCDA,B,C,D, - stačiakampis gretasienis. Apskaičiuokime atstumą 
nuo taško B, iki tiesės AC, kai AB = ВС = 4 cm, ВВ, = 242 cm. 


Sprendimas. 

! Prisiminkime, kad atstumu nuo taško iki tiesės 
vadinamas statmens, išvesto iš šio taško į 
duotaja tiesę, ilgis. 

Iš taško B, išveskime atkarpą B,K 1 AC. 
Statmens B,K ilgis іг yra ieškomasis 

C atstumas nuo taško B, iki tiesės AC. 

Pastebėkime, kad atkarpa BX yra pasvirosios 

B,K statmenoji projekcija pagrindo ABCD 

plokštumoje. 

Kadangi B,K 1 AC, tai ir BK 1 АС (pagal trijų statmenų teoremą). 

Vadinasi, atkarpa BK yra stačiojo lygiašonio trikampio ABC aukštinė. 

Rasime atkarpos BK ilgį: 


1) AC - JAB: + ВС?, AC = J4 +4 = {32 = J16-2 = 442. 
AC 442 xB 


2) AK = 2, АК = = 
2 2 


3) вк = ЧАВ" АК", вк = (4° 042) = 48 = Ja-2 = 242, 
ВК = 242 ст. 
Iš stačiojo trikampio B,BK , taikydami Pitagoro teoremą, randame B,K : 


BK! = ВК? «BB, BK = «[ВК? + ВВ?, 
BK =з} +042) -Ji6-4, B.K =4 cm. 


Atsakymas. 4 cm. 


16. Ritinio aukštinė lygi 12 dm, о pagrindo spindulys — 10 dm. Atkarpa, 

kurios ilgis 20 cm, išsidėsčiusi taip, kad jos galai priklauso ir 
viršutiniam, ir apatiniam pagrindų apskritimams. Rasime atstumą nuo 
šios atkarpos iki ritinio ašies. 


Sprendimas. 
Remiantis uždavinio sąlyga: 
OO, = BC - 12 dm, ОА-104т, AB = 20 cm. 
Per atkarpą АВ išveskime plokštumą DACB, lygiagrečią ritinio 
aukštinei ОО). 
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Tada atstumas tarp prasilenkiančių tiesių OO, ir 
AB lygus О,К, ty. atstumui nuo ОО, iki 
plokštumos DACB. 

Rasime šį atstumą. Iš stačiojo А АВС, 
taikydami Pitagoro teoremą, randame AC: 

АС? = АВ? - BC", 

AC - 4 AB! – ВС?, 

AC = A20? -12° = 4400 -144 =16. 


I$ stačiojo А O,KA , taikydami Pitagoro teoremą, randame ОК: 


OK = 40,4 АК?, OK = 10° -8° = {36 = 6 dm. 


Atsakymas. 6 dm. 


17. Taisyklingosios keturkampės piramidės SABCD pagrindo kraštinė lygi 
4, o aukštinė — 8. Rasime: 
a) kampą, kurį sudaro piramidės šoninė briauna SD su pagrindo 
plokštuma, 
b) kampą, kurį sudaro piramidės šoninė siena SCD su pagrindo 
plokštuma, t.y. dvisienį kampą prie pagrindo, 
c) kampą, kurį sudaro piramidės aukštinė SO su šonine siena SCD. 


Sprendimas. 
a) Kadangi SO — statmuo plokštumai ABCD, 
SD — pasviroji į plokštumą 4ВСР, 
OD - pasvirosios SD projekcija plokštumoje 
ABCD, tai kampas tarp briaunos SD ir 
plokštumos ABCD уга kampas SDO 
(prisiminkime, kad kampu tarp tiesės ir 
plokštumos vadinamas kampas tarp tos tiesės ir 
jos projekcijos plokštumoje). 
Iš stačiojo A BAD , taikydami Pitagoro teoremą, randame BD: 
BD’? = АВ? + AD’, 
BD? -4! +4 =32, BD = 432 = 416-2 = 442. 
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Tada ро= 22, ty. го- +2 f, DO = 242. 


I$ stačiojo A SOD rasime ieškomąjį катра SDO: 


tgZSDO = 25, tgZSDO - — —.— 242, ZSDO = ami). 


242 


b) Išveskime piramidės šoninės sienos SCD aukštinę SK. 

SK — pasviroji į plokštumą ABCD, 

ОК - jos projekcija plokštumoje ABCD, 

SO — statmuo į plokštumą ABCD. 

Kadangi SK 1 CD, tai ir OK 1 CD (pagal trijų statmenų teorema). 

Bet tiesė CD — dvisienio kampo tarp plokštumų ACD ir ABCD briauna. 
Vadinasi, ZSKO - dvisienio kampo tarp plokštumų ACD ir ABCD tiesinis 
kampas. 

Iš stačiojo A SOK : 


tgZSKO = = tgZSKO -5 =4, ZSKO =arctg4. 


c) Piramidės aukštinės SO statmenoji projekcija sienoje SCD уга atkarpa 
SM, kuri yra dalis apotemos SK. Iš tikrųjų, plokštumos SKO ir SDC 
statmenos tarpusavy, todėl statmuo OM, išvestas iš taško O į plokštumą 
SCD, priklauso plokštumai SOK, t.y. taškas M priklauso plokštumų SOK ir 
SCD susikirtimo tiesei SK (apotemai SK). 

Taigi kampas, kurį sudaro piramidės aukštinė SO su šonine siena SCD, 
yra kampas OSK. 

Iš stačiojo A SOK randame ieškomąjį kampą OSK: 


tg LOS. sa tg ZOS. 2А ZOSK aret o. 
OS 8 4 4 


Atskymas. a) arctg242, b) arctg4, c) areg 1. 
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1.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Dvi teisės susikerta taške M. Įrodykite, kad visos tiesės, neinančios per 
tašką M ir kertančios tas tieses, yra vienoje plokštumoje. 


Lygiagretainio dvi gretimos viršūnės ir įstrižainių susikirtimo taškas yra 

plokštumoje а. Ar kitos dvi lygiagretainio viršūnės yra plokštumoje а? 

Atsakymą pagriskite. 

Ar teisingi šie teiginiai: 

a) tiesė yra trikampio plokštumoje, kai ji kerta dvi trikampio kraštines; 

b) tiesė yra trikampio plokštumoje, kai ji eina per vieną trikampio 
viršūnę? 


Taškas C yra atkarpoje AB. Per tašką A išvesta plokštuma, o per taškus 
B ir C — lygiagrečios tiesės, kurios tą plokštumą kerta taškuose B; ir Cj. 
Raskite atkarpos CC, ilgį, kai 4C: CB = 3: 2 ir BB, = 20 cm. 


Trikampiai ABC ir ABD yra ne vienoje plokštumoje. Įrodykite, kad 
kiekviena tiesė, lygiagreti atkarpai CD, kerta tų trikampių plokštumas. 


Trikampio ABC kraštinėse AB ir AC parinkti taškai D ir E; DE =5 cm, 
BD :DA=2:3. Plokštuma а eina per taškus B ir C ir lygiagreti 
atkarpai DE. Raskite atkarpos BC ilgį. 


Per rombo ABCD viršūnę A išvesta tiesė a, lygiagreti įstrižainei BD, o 
per viršūnę C — tiesė b, nesanti rombo plokštumoje. Įrodykite kad: 

a) tiesės a ir CD susikerta; 

b) tiesės a ir b — prasilenkiančios tiesės. 


Taškas M nutolęs nuo dviejų viena kitai statmenų plokštumų atstumais 
8 m ir 6 m. Apskaičiuokite taško M nuotolį nuo plokštumų susikirtimo 
tiesės /. 


Iš taškų A ir B, esančių dviejose statmenose plokštumose, nubrėžti 
statmenys AC ir BD tų plokštumų susikirtimo tiesei. Raskite atkarpos 
АВ ilgį, kai AD = 4 ст, BC = 7 cm, CD =1 cm. 


. Plokštumos statmenos viena kitai. Atstumas nuo plokštumos taško А iki 


plokštumų susikirtimo tiesės / lygus 0,5 m. Plokštumoje nubrėžta tiesė 
b, lygiagreti / ir nutolusi nuo jos 1,2 m atstumu. Apskaičiuokite atstumą 
nuo taško A iki tiesės b. 
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15. 


16. 


17. 


18. 
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. Statmenų plokštumų susikirtimo tiesė yra /. 


Plokštumoje а nubrėžta tiesė а||/, 
plokštumoje Ø — tiesė b||. Atstumas tarp 
tiesių a ir / lygus 1,5 m, о tarp tiesių b ir / 
lygus 0,8 т. Apskaičiuokite atstumą tarp 
tiesių a ir b. 


ŽŽ 


. Atkarpos АВ ilgis 6 cm. Jos galai priklauso statnenoms plokštumoms а 


ir A Kampas tarp AB ir plokštumos с yra 30°, o kampas tarp AB ir 
plokštumos Æ уга 45°. Apskaičiuokite atstumus nuo taškų А ir B iki 
plokštumų susikirtimo linijos. 


M 
„Atkarpa MC statmena rombo ABCD B C 
plokštumai. Kokia tiesių MN іг DB 
tarpusavio padėtis? 
A D 
. I$ taško į plokštumą išvestos dvi pasvirosios, kurių santykis 1:2. 


Pasvirųjų projekcijos lygios 1 ст ir 7 cm. Apskaičiuokite pasviruju 
ilgius. 


Iš taško į plokštumą išvestos dvi pasvirosios, kurių viena 6 cm ilgesnė 
už kitą. Apskaičiuokite pasvirųjų ilgius, jei jų projekcijos lygios 17 cm 
ir 7 cm. 


Iš lygiašonio trikampio, kurio kraštinės 
бст, 5 cm ir 5 cm, įbrėžto skritulio centro 
O išvestas trikampio plokštumai statmuo 
OA=2cm. Apskaičiuokite atstumą nuo 


taško A iki trikampio kraštinių. 


Iš stačiojo trikampio ABC, kurio statinis 6 cm, o įžambinė — 9 cm, 
stačiojo kampo viršūnės A jo plokštumai išvestas statmuo AD. Raskite 
šį statmenį, jei atstumas nuo taško D iki įžambinės lygus 10 cm. 


Raskite kampo tarp kubo įstrižainės su jo sienos tangentą. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Duotas statusis trikampis ABC, kurio 
statiniai AC ir BC atitinkamai lygus 20 ir 
15 cm. Per viršūnę A išvesta plokštuma 
a, lygiagreti tiesei BC. Vieno iš statinių 
statmenosios projekcijos plokštumoje а 
ilgis lygus 12cm. Raskite įžambinės 
projekcijos ilgį plokštumoje a. 


Iš trikampio ABC viršūnės 4 nubrėžta 
atkarpa AK, statmena trikampio 
plokštumai. Apskaičiuokite trikampio 
ВСК plotą, kai АС = АВ =13 ст, 
BC =10 ст, AK =16 ст. 


Taisyklingosios trikampės piramidės aukštinė lygi 1 dm, о pagrindo 
kraštinė — 43 dm. Raskite kampą, kurį sudaro šoninė briauna su 
pagrindo plokštuma. 


Iš trapecijos įstrižainių susikirtimo taško O išvesta 3 cm ilgio atkarpa, 
statmena trapecijos plokštumai. Raskite atstumus nuo taško M iki 
trapecijos pagrindų, jeigu pagrindų ilgiai sutinka kaip 1 : 2, o trapecijos 
aukštinė lygi 12 cm. 


Per lygiašonio trikampio pagrindą, kuris lygus 16 cm, išvesta plokštuma 
a. Raskite kampą tarp trikampio plokštumos ir plokštumos а, jei 
atstumas nuo trikampio viršūnės iki plokštumos lygus 3 cm, o trikampio 
šoninė kraštinė lygi 10 cm. 


Stačiojo trikampio statiniai 12 cm ir 1243 cm. Per įžambinę išvesta 


plokštuma, kuri su trikampio plokštuma sudaro 60? kampą. Raskite 
atstumą nuo stačiojo trikampio viršūnės iki plokštumos. 


Du lygiašoniai trikampiai turi bendrą pagrindą, o jų plokštumos sudaro 
60? kampą. Bendras pagrindas lygus 16 cm, vieno trikampio šoninė 
kraštinė lygi 17 cm, o kito trikampio kraštinės viena kitai statmenos. 
Apskaičiuokite atstumą tarp trikampio viršūnių. 
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2 skyrius. Briaunainiai 


2.1. Trumpa teorinė medžiaga 


Briaunainiu vadinamas kūnas, kurio paviršius yra baigtinio skaičiaus 
daugiakampių sąjunga. Briaunainis, kuris yra jo kiekvienos sienos 
plokštumos vienoje pusėje, vadinamas iškiliuoju briaunainiu. 
Daugiakampiai 41424; ... An ir ВВВ; ... В, 
vadinami prizmés pagrindais. 

Lygiagretainiai А|А,В›В\, А24;В;В;, ..., 
А,44В1В, vadinami prizmės šoninėmis 
sienomis. 

Atkarpos 4,B;, A2B2, 43В;, ..., А,В, vadinamos 
prizmės šoninėmis briaunomis, — jos yra 
lygios ir lygiagrečios. 


Prizme vadinamas briaunainis, kurio dvi sienos 
B уга lygiagrečiose plokštumose esantys daugia- 


Жы C kampiai, o bet kurios dvi tose plokštumose 
! esančios briaunos yra lygiagrečios. 


A 
Prizmė, kurios šoninės briaunos statmenos 
pagrindams, vadinama stačiąja. Stačiosios 
prizmės šoninės sienos yra stačiakampiai. 
Stačioji prizmė, kurios pagrindai yra taisyk- 
4 lingieji daugiakampiai, vadinama taisyklingąja 


prizme. 


Prizmės paviršiaus plotu vadinama visų jos sienų plotų suma, o 
prizmės šoninio paviršiaus plotu — jos šoninių sienų plotų suma. 
Stačiosios prizmės aukštinė lygi jos šoninei briaunai: 
АА, = ВВ, = CC, = h. 
Stačiosios prizmės šoninio paviršiaus plotas lygus prizmės pagrindo 
perimetro ir aukštinės sandaugai: 
S,, = P- H,| čia P — prizmės pagrindo perimetras 


" 


Prizmés paviršiaus plotas lygus prizmės šoninio paviršiaus ploto ir 
dvigubai pagrindų plotų sumai: 


S = 5,, =2S., | čia Spagr. — prizmės pagrindo plotas. 
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Stačiosios prizmės tūris lygus pagrindo ploto ir aukštinės sandaugai: 


Prizmė, kurios šoninės briaunos nėra statmenos 
pagrindams, vadinama pasvirąja. 


Pasvirosios prizmės šoninio paviršiaus plotas 
lygus statmenojo pjūvio perimetro ir šoninės 


briaunos (CC, = /) sandaugai: 


Pasvirosios trikampės prizmės atveju: 
P,,= KM + KL +LM. 


Pasvirosios prizmės paviršiaus plotas 
S28, 125 p 


čia Spas. — prizmės pagrindo plotas. 


Pasvirosios prizmės tūris lygus jos statmenojo pjūvio ploto ir šoninės 
briaunos sandaugai: 
V=S.-I. 


Pasvirosios trikampės prizmės atveju: 5; = $ кми. 


9° Gretasienis. Stačiakampis gretasienis 
C, Prizmé, kurios pagrindai lygiagretainiai, 
vadinama gretasieniu. 
1. Gretasienio priešingos sienos lygiagrečios ir 
lygios. 
. Gretasienio įstrižainės susikerta viename 
taške, kuris kiekvieną jų dalija pusiau. 
. Gretasienio įstrižainių susikirtimo taškas yra 
jo simetrijos centras. 


№ 


ы 


Gretasienis, kurio šoninės sienos statmenos 
pagrindams, vadinamas stačiuoju. 

Statusis gretasienis, kurio pagrindai stačia- 
kampiai, vadinamas stačiakampiu gretasieniu. 
Stačiakampio gretasienio visos sienos stačia- 
kampiai. 

a, b, c — stačiakampio gretasienio matmenys. 
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Visos stačiakampio gretasienio įstrižainės yra lygios. 
2. Stačiakampio gretasienio kiekvienos įstrižainės kvadratas lygus jo 
matmenų kvadratų sumai: 


d'=a +b «c. 
Stačiakampio gretasienio šoninio paviršiaus plotas 


Son = 2lac + bc 


Stačiakampio gretasienio viso paviršiaus plotas 


5-45, +25 „ =2(ab+bc + ac). 
— pagrindo plotas. 


Kiekvieno gretasienio tūris lygus jo pagrindo ploto ir aukštinės 
sandaugai: 
V=S.„-H. 


pagr 


Stačiakampio gretasienio tūris 


Kubas yra stačiakampis gretasienis, kurio visos 
briaunos lygios. 
Visos kubo sienos yra kvadratai. 


“ Piramidė 


Briaunainis, kurio viena siena yra bet koks daugiakampis, o kitos 
sienos — trikampiai, turintys bendrą viršūnę, vadinamas piramide. 
Piramidės paviršiaus plotu vadinama visų jos sienų (t.y. pagrindo ir 


šoninių sienų) plotų suma, o šoninio paviršiaus plotu — jos šoninių sienų 
plotų suma: čia Ssn — piramidės šoninio paviršiaus plotas, 
5, — piramidės pagrindo plotas. 
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Piramidė, kurios pagrindas — taisyklingasis 
daugiakampis, o atkarpa, jungianti piramidės 
viršūnę S su pagrindo centru O yra piramidės 
aukštinė SO, vadinama taisyklingąja pira- 
mide. 

Taisyklingosios piramidės šoninės sienos 
aukštinė, nuleista iš jos viršūnės, vadinama 
apotema. 


Apotema žymima raide л. Paveiksle pavaiz- 
duotos taisyklingosios šešiakampės piramidės šoninės sienos SCD aukštinė 
SK yra jos apotema: A = SK, SK 1 CD. 


Taisyklingosios piramidės šoninio paviršiaus plotas lygus pagrindo 
perimetro ir apotemos sandaugos pusei: 


Jei ø — kampas, kurį sudaro šoninė siena su pagrindo plokštuma 
(dvisienio kampo prie pagrindo didumas ZSKO = ø ), tai 


= pagr 
” cosQ 


ET 


Taisyklingosios piramidės paviršiaus plotas: 


Jei piramidės šoninės sienos su pagrindo 
plokštuma sudaro vieną ir tą patį kampą ф arba 
visų šoninių sienų apotemų ilgiai lygūs, tai 
tokiai piramidei tinka visos taisyklingajai pira- 
midei užrašytos formulės. 

Šios piramidės viršūnės S statmenoji projekcija 
į pagrindą yra taškas O, kuris yra į pagrindą 
įbrėžto apskritimo centras, r — į pagrindą 
įbrėžto apskritimo spindulys (r = OK). 
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Jei piramidés visos briaunos su pagrindo 
plokštuma sudaro vieną ir tą patį kampą z arba 
visos šoninės briaunos yra lygios, tai tokios 
piramidės viršūnės S statmenoji projekcija į 
pagrindą yra taškas O, kuris yra apie pagrindą 
apibrėžto apskritimo centras. R — apie pagrindą 
apibrėžto apskritimo spindulys 
(К = AO = BO = CO). 


B < 
Piramidės tūris lygus jos pagrindo ploto ir aukštinės H sandaugos 
trečdaliui: 


уг! 


2-5 
3 


Н. 


pagr 


9° Nupjautinė piramidė 
Jei piramidę  perkirsime plokštuma, 
lygiagrečia pagrindo plokštumai, tai gausime du 


A 
briaunainius. Vienas jų yra piramidė, o kitas — 
nupjautinė piramidė. 
B Brėžinyje pavaizduota trikampė nupjautinė 


piramidė BCDB,C,D,. Jos pagrindai уга ВСР ir 


B,CiDj, šoninės sienos — B,C,CB, C,D,DC, 
B,D,DC, aukštinė — atkarpa ОО). Nupjautinės 

B D piramidės šoninės sienos yra trapecijos. 
Kadangi panašių trikampių plotų santykis 


lygus panašumo koeficiento k kvadratui, tai 
nupjautinės trikampės piramidės BCDB,C,D, 
pagrindų BCD ir B,C,D, (piramidžių ABCD ir 
AB,C,D, pagrindų) plotai S ir S, susiję lygybe: 


5205] š _ BD 40 


СВ BD, АО, 


Piramidžių ABCD ir AB,C,D, tūriai V ir V, susiję lygybe: 


Nupjautinės piramidės BCDB,C,D, tūris Иш, su piramidės AB,C,D, 
tūriu susiję lygybe: 
um -(e EA 
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Nupjautinés piramidės BCDB,C,D, ir piramidės ABCD tūrius Vn ir V 
sieja lygybė: 
k’ -1 


Vat 


Taisyklingoji nupjautiné piramidé 


Nupjautinė piramidė, kuri gaunama 
taisyklingąją piramidę perkirtus pagrindui 
lygiagrečia plokštuma, vadinama taisyklingąja 
nupjautine piramide. 

Taisyklingosios ^ nupjautinés piramidės 
pagrindai yra taisyklingieji daugiakampiai, o 
šoninės sienos - lygiašonės trapecijos. Soninés 
sienos (lygiašonės trapecijos)  aukitiné 
vadinama apotema (žymima A). 

Paveiksle pavaizduotos nupjautinės piramidės ABCDA,B,C,D, šoninės 
sienos DD,C,C aukštinė yra atkarpa EE,. Ši atkarpa yra nupjautinės 
piramidės apotema: h = ЕЕ. 


Taisyklingosios nupjautinės piramidės šoninio paviršiaus plotas 


čia h — apotema, P, ir P; – pagrindų perimetrai; 


2S5 78 


S. , 
cos Q 


боп 
čia S, — apatinio pagrindo plotas, S; — viršutinio pagrindo plotas, 
ф — kampas, kurį sudaro šoninė siena su pagrindo plokštuma (dvisienio 
kampo prie pagrindo didumas). 
Nupjautinės piramidės paviršiaus plotas 


5-85, + S, + S,. 


Nupjautinés piramidés türis 


1 
V= 3 (s +Š, + 45,5, ) čia H — nupjautinės piramidės aukštinė. 
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ж” Taisyklingieji briaunainiai 


Taisyklinguoju briaunainiu vadinamas iškilasis briaunainis, kurio 
visos sienos yra lygūs taisyklingieji daugiakampiai іг į kiekvieną jo viršūnę 
sueina tiek pat briaunų. 


Taisyklingasis tetraedras sudarytas iš keturių lygiakraščių trikampių. 
Kiekviena jo viršūnė yra trijų trikampių viršūnė, o prie kiekvienos viršūnės 
esančių plokščiųjų kampų suma lygi 180“. 


Taisyklingasis oktaedras sudarytas iš aštuonių lygiakraščių trikampių. 
Kiekviena oktaedro viršūnė yra keturių trikampių viršūnė, o prie kiekvienos 
viršūnės esančių plokščiųjų kampų suma lygi 240“. 


Ñ Išklotinė 


Taisyklingasis ikosaedras sudarytas iš dvidešimt lygiakraščių 
trikampių. Kiekviena jo viršūnė yra penkių trikampių viršūnė, o prie 
kiekvienos viršūnės esančių plokščiųjų kampų suma lygi 300“. 
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Kubas sudarytas iš šešių kvadratų. Kiekviena jo viršūnė yra trijų 
kvadratų viršūnė, o prie kiekvienos viršūnės esančių plokščiųjų kampų 
suma lygi 2709, 


Išklotinė 


Taisyklingasis dodekaedras sudarytas iš dvylikos taisyklingųjų 
penkiakampių. Kiekviena jo viršūnė yra trijų taisyklingųjų penkiakampių 
viršūnė, o prie kiekvienos viršūnės esančių plokščiųjų kampų suma 
lygi 324“. 


Be čia išvardytų penkių taisyklingųjų briaunainių rūšių, kitų 
taisyklingųjų briaunainių negali būti. 
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2.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


1. Stačiakampio gretasienio įstrižainė lygi 34 ir sudaro su pagrindo 
plokštuma 60? kampą, o trumpesnioji pagrindo kraštinė lygi 8. Raskite 


gretasienio pagrindo plotą. 


Duota: BD, = 34, ZDBD, = 60°, AD = 8. 
Rasti: Spagr- 


Sprendimas. 
1. Išstačiojo A DBD, randame BD: 


BD = BD, cos 60°, BD -%-2- 17. 


2. I$staciojo A BAD randame АВ: 
АВ? = Вр? - AD', АВ? =17° -8° =225, AB=15. 
3. АрѕКаіќіџојате pagrindo plotą Sap: 
S. = АВ:Ар, 8, =15:8 =120. 
Atsakymas. 120. 


Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės, kurių ilgiai lygūs 4 cm ir 3 ст, 
sudaro 60° kampą. Šoninė briauna lygi pagrindo kraštinių geometriniam 
vidurkiui. Raskite gretasienio ilgesniosios įstrižainės ilgį. 


Duota: AD 23cm, AB = 4 cm, Z DAB = 60°. 
Rasti: АС]. 
Sprendimas. 

1. Randame šoninės briaunos A4, ilgį: 

AA, = JAB- AD, АА = 3:4 = 243 cm. 
2. I$ A ABD randame BD: 
BD = AD’ + АВ? -2AD AB cos РАВ, 
Kadangi AD 23cm, AB=4cm ir 
Z DAB = 60°, tai gauname, kad 


BD: -3 441-234-7713 BD = 413 cm. 


3. Randame gretasienio pagrindo (lygiagretainio) įstrižainę AC: 
AC? + BD? = XAD' + АВ), AC? = 203° + )- (i3) =37, АС = (37 em. 
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4. Išstačiojo A ACC, , taikydami Pitagoro teoremą, randame АС): 


АС} = AC? +СС}, АС} = (57) +B] =49, AC = 7 cm. 
Atsakymas. 7 cm. 


3. 


Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės lygios 2 cm ir 5 cm, atstumas 
tarp trumpesniųjų kraštinių — 4 cm, šoninė briauna — 242 cm. Raskite 
gretasienio istriZaines. 


Duota: AB = 5 cm, AD = 2 cm, АА = 242 ст, 
BE = 4 cm. 
Rasti: АС! іг ВР). 
Sprendimas. 
1. Iš stačiojo A ABE randame sin А: 


к жыл "nds. 
AB 5 
D 
EA 2. I$ A ABD „taikydami kosinusų teoremą, 
| R 2 randame įstrižainę BD: 
A А BD’ = AD! + AB! – 2. АР. AB cos А. 
Kadangi cos? A -1— sin? A, tai cos А = 2. 


Vadinasi, BD? -2+8-2:2-5-2=17, ty. BD= 17 cm. 


3. Randame gretasienio pagrindo (lygiagretainio) įstrižainę AC: 
AC? + BD? = 2[AD: + AB!), 
AC: =2(2* + 5°)—(Л7 ] =41, AC = Уат em. 


4. Iš stačiojo A BDD,, taikydami Pitagoro teoremą, randame gretasienio 
įstrižainę BD;: 
BD; = BD: +002, BD? «(Wiz +042] =25, BD=5 em. 

5. Išstačiojo А ACC, randame gretasienio įstrižainę АС): 
АС} = AC! CC, АС} = (aij + (242) =49, AC, -7 cm. 


Atsakymas. 5 cm ir 7 cm. 
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4. Stačiojo gretasienio šoninė briauna lygi 10 cm, pagrindo kraštinės 

lygios 11 cm ir 23 ст, o pagrindo įstrižainių santykis — 2 : 3. Raskite 

mažesniojo įstrižojo pjūvio plotą. 
C, Duota: AB = 23 ст, AD =11 ст, 

BB, =10 cm. BD: AC-2:3. 

Rasti: S 


BB,DD* 


Sprendimas. 
C |. Randame pagrindo įstrižainę ВІ). 
Tarkime, kad viena dalis lygi x cm. Tada 
B BD = 2х, AC =3x. 


Taikome lygiagretainio taisyklę: 

АС + BD: =2(AD* + АВ?), ања (3х) xy =2(L1? +232). 
Sutvarkę šią lygybę, gauname lygtį 13x^ 21300, kurią išsprendę randame, 
kad х-10ст (x=-10 netinka). 

Vadinasi, BD =2-10 = 20 cm. 

2. Randame pjūvio BB,D,D plotą S,„„„. Kadangi keturkampis BB,D,D 
yra stačiakampis, tai 
=BD-BB,, ty. Sapp = 20:10 = 200 cm". 
Atsakymas. 200 cm“. 


5 BB,DD 


Taisyklingosios trikampės prizmės visos šoninės briaunos lygios 3 dm. 
Apskaičiuokite pjūvio, einančio per pagrindo kraštinę ir pasvirusio į 
pagrindo plokštumą 60? kampu, plotą. 
Duota: АА, = ВВ, = CC, =3 dm, Z AKA, = 60°. 
Ci Rasti: Suc- 
Sprendimas. 
3 1. Iš A AKA, randame A K: 


АА, 3 
қы сі. Huc ema Фф. 
e АҚ, Pe d3 am 


2. Iš stačiojo А KAA, randame AK: 


B 
AK = AK cos 609, АК-2/3-5-48 dn. 


3. Pažymėkime AB = BC = AC =a. Kadangi AK L BC, tai А АКВ yra 
statusis. Taikydami Pitagoro teoremą, randame a: 
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2 2 2 
АВ? = BK? + АК?, а? (4) +8],а-©-=з,2#©-=з,а=2ат. 


4. Randame pjūvio BA,C plotą: 


BC-AK 2-2,5 
Suc -ZCA — Suc 2 = 245 ат. 


Atsakymas. 24/3 dm’. 


Įrodykite, kad taisyklingosios keturkampės prizmės pagrindo įstrižainė 


AC statmena plokštumai BB,D,D. 


Ру 
ЖАРИ 


e Įrodymas. 

Pakanka įrodyti, kad tiesė AC statmena kurioms 

nors dviem plokštumos — BB,D,D susiker- 

tančioms  tieséms (tiesės іг plokštumos 
statmenumo požymis). 

C Kadangi ABCD - kvadratas, tai AC 1 BD. 
Įrodysime, kad АС 1 BB,.Duotoji prizmė yra 
taisyklingoji, todėl ВВ, -L ABCD. 

Iš tiesės ir plokštumos statmenumo apibrėžimo išplaukia, kad 
ВВ, L AC. Vadinasi, tiesė AC statmena dviem plokštumos BB,D,D 
susikertančioms tiesėms BD іг ВВ). Pagal tiesės ir plokštumos statmenumo 
požymį tiesė AC yra statmena plokštumai BB,D,D. 

Tai ir reikėjo įrodyti. 


4 


7. Įrodykite, kad kubo 4BCDA,B,C,D, įstrižainė BD, statmena pagrindo 


ABCD istriZainei AC. 


Įrodymas. 
Tiesė BD yra pasvirosios BD, projekcija 
plokštumoje ABCD, nes D,D 1 ABCD. 
Kadangi kubo pagrindas 4BCD yra kvadratas, 
tai AC L BD. 
Remiantis trijų statmenų teorema, jei tiesė AC 
statmena pasvirosios BD, projekcijai 
plokštumoje ABCD, t.y. tiesei BD, tai AC 
statmena ir pačiai pasvirajai ВР. 
Tai ir reikėjo įrodyti. 
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Sprendimas. 

Nubraižysime tiesės AB, statmenąją projekciją 
plokštumoje AA,C,C. Plokštumos АВС, ir 
AAC,C statmenos (prizmė stačioji), todėl 
statmuo B,M į tiesę A,C, yra taip pat statmuo į 
plokštumą AAC,C. 
Tiesė АМ yra statmenoji tiesės AB, projekcija 
в plokštumoje AA CC. 

Kampas tarp tiesės АВ, ir plokštumos AA4,C,C yra kampas tarp tiesės 
AB, ir jos statmenosios projekcijos plokštumoje AAC C , t.y. tiesės AM. Šį 
kampą pažymėkime с ty. а = /В,АМ. Sakykime, AB=a. Tada 


AA =a, о AB, -аУ2. Lygiakraščio trikampio 4,B,C, aukštinė B,M lygi 
a43 
2 


„Iš stačiojo trikampio B,AM, remdamiesi Pitagoro teorema, gauname: 


1 ina, = —2 „15, Vadinasi, o. = arcsin YÉ. 


Atsakymas. arcsin №. 


Stačiakampio gretasienio pagrindo kraštinių santykis = o istriZinio 


pjüvio plotas lygus 50 cm? 


paviršiaus plotą. 


„ Apskaičiuokite gretasienio šoninio 


Duota: AD: АВ-7:24, 85,50 cm“. 
Rasti: Sson- 
Sprendimas. 


1. Sakykime, kad viena dalis lygi x cm. Tada 
AD=7x, о АВ = 24х. Iš stačiojo A ADB, 


taikydami Pitagoro teoremą, randame BD: 


BD = 25x. 


ВР? = Ар? + AB', BD’ = (7х) +(24х) = 625х°, 


2; 


3. 


10. Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės lygios 8 ст ir 15 cm, kampas 


Kadangi pjūvis BB,D,D yra stačiakampis, tai jo plotas randamas taip: 
S m, = BD - BB, 
Iš šios formulės išreiškiame atkarpos BB), kuri lygi gretasienio 


C 
aukštinei H, ilgį: BB, = pe қ 


šia, Valid, E= pa oC. 
x x x 


Randame gretasienio šoninio paviršiaus plota: 
$,,2P.H, P=2(7x+24x)=62x, S,, = 62x-2 = 124 ст?. 
x 


Atsakymas. 124 стг. 


tarp jų 60°. Mažesniojo įstrižinio pjūvio plotas lygus 130 cm. Raskite 

gretasienio paviršiaus plotą. 

Duota: AD = 8 cm, AB =15 cm, Z А= 60°, 
Sann = 130 cm“. 

Rasti: S. 


Sprendimas. 
1. Randame pagrindo plotą: 
Уз 
Spp = AD- АВзїп60°,5„„ -8.15-5- = 6042 cm“. 
2. Iš stačiojo A ADB randame BD. 


1 būdas. 
Trikampiui АВР taikome kosinusų teorema: 
BD: = АР? + AB! — 2AD AB cos A, arba 


Вр? =8° +15 –2:8:15:соѕ60°, BD? -64%225-2:815-2-16, 


Taigi BD =13 cm. 


2 būdas. 
Iš stačiojo A ADE randame: 


DE = ADsin A, DE = AD sin 60°, DE =8-23 =443 cn. 


АЕ = ADsin ADE, AE = AD sin30?, AE 8. = Acn, 
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I$ A DEB randame BD: 
ВР? = Ер? + EB’, Вр? =(@/3] +11? 248-121-7169, BD =13 cm. 
3. Randame gretasienio aukštinę Н (H = DD,): 


S sp, 130 
San» = BD-DD,, DD, e DD, = 8 cm. 


4. Randame pagrindo perimetrą: 
P=2(AD+ АВ), P= 2(8+15)= 46 cm. 
5. Kadangi $,, = P- h, tai 5, = 46-10 = 460 cm". 
6. Randame gretasienio paviršiaus plotą: 
S=S,+25,,,  $-460«2-6042 = 2023 +642) ст". 


Atsakymas. 20(23 + 6/2 )cm*. 


. Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės 7 cm ir 342 ст sudaro 135° 
kampą. Trumpesnioji gretasienio įstrižainė su pagrindu sudaro 45° 
kampą. Raskite gretasienio paviršiaus plotą. 


Duota: AB = 7 cm, BC = 342 cm, ZB = 135°, 
ZDBD, = 45°. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
1. Randame pagrindo plotą 5, : 


pagr ° 


Spr = AB. BCsinB, Spy -7-3/2 sin135° = 
= 21402 sin(180° — 45°) = 21/2 sin45° = 


ET 


2. Iš А ABD, taikydami kosinusų teoremą 
randame BD: 

ВР? = АР? + АВ? -2AD AB cos A. 
24+ ZB = 180°, todėl Z 4 =180° – Z B, ty. Z А = 180° – 135° = 45°. 


Kadangi AD = BC 2342 cm, AB =7 cm, — V2 uai 
BD? paf errans, BD =5 cm. 
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3. Kadangi А ООВ yra lygiašonis, nes ZDBD, = ZDD,B = 45°, tai 
DD, = BD =5 cm. Vadinasi, H = 5 cm. 
4. Randame gretasienio šoninio payiršiaus plotą S%n: 
$,, =P-H, Р=2(АР+ AB), P=2|1+342), 5, =100 +343) ст". 
5. Randame gretasienio paviršiaus plotą S: 


S=5,,+25,,, 8-10(7-3/2)в2-21-2(56-15.2 Jom". 


Atsakymas. 256 +1542 ) сті. 


. Taisyklingosios keturkampės prizmės paviršiaus plotas 288 cm? 


Raskite prizmės įstrižaines, jei aukštinė lygi 5 cm. 
Duota: 5 = 288 ст’, AA = H = 5 ст. 
Rasti: ВР,. 
Sprendimas. 
1. Randame pagrindo kraštinės a ilgį. 
8-8, %25,,, Son = 4aH = 20a, S „=a'. 


Sudarome lygtį 20а+2а = 288, kurią 
išsprendę randame, kad a = 8 cm. 


2. Taisyklingosios keturkampės prizmės visos įstrižainės yra lygios. 
Randame įstrižainę BD;: 


BD) = АВ? + Ар? + A4, BD? = 8° «8 +5* «153, BD = 4153 cm. 
Atsakymas. 4153 cm. 


13. Taisyklingosios trikampės prizmės pagrindo perimetras 24 cm, o 


šoninio paviršiaus plotas — 120 cm“. Raskite prizmės aukštinę ir 
pagrindo plotą. 


с, Duota: P = 24 cm, Se, =120 cm’. 
ж Rasti: Н, Sap. 
Sprendimas. 


1. Randame prizmės pagrindo kraštinę a: 
P-3a, 24-3a, a=8cm. 


C 2 Randame prizmės aukštinę H: 
A Ss 120 
) а Son =P-H, Herp Hee M 
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3. Randame prizmės pagrindo plotą Spy: 


2 
S 2-2 -EAS sf е, 


pagr pagr 


Atsakymas. H = 5 cm, S „= 1643 cm’. 
14. Stačiosios prizmės pagrindas yra trikampis, kurio dvi kraštinės lygios 


3 cm ir 5 ст, o kampas tarp jų 120°. Prizmés šoninė briauna lygi 8 cm. 
Raskite prizmės paviršiaus plotą. 


Duota: AB 23cm, ВС = 5 ст, Z АВС = 120°, 
AA, = ВВ, = СС, = 8 ст. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
1. Iš trikampio ABC, taikydami kosinusų 
teoremą, randame pagrindo kraštinę AC: 
AC? = AB! + BC? —2 АВ. ВС соз В. 


Ira 
Kadangi соз120° = cos(180° — 60°) = -cos 60° = — ir АВ-3ст,о 


BC = 5 cm, tai АС? =3'+5'+2-3.5.— = 49 Vadinasi AC = 7 cm. 


2. Randame prizmės pagrindo plotą Spar. 
1 4 Ы 
S pogr ME BS : 


Уз 


Кадапр1 sin120° = sin(180* — 60°)= sin 60° = — ir АВ=3ст, о 
M 2 a 
Tu um 


BC -5cm,tai S NM 2 


3. Randame prizmės šoninio paviršiaus plotą Ssn: 
S. = Р-Н, P=3+5+7=15cm, S,, -15.8-120cm'. 


4. Randame prizmės paviršiaus plotą S: 


2-2 к е ж cm. 
Atsakymas. 15555], а 
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15. Taisyklingosios šešiakampės prizmės pagrindo kraštinė lygi 6 cm, o 
ilgiausioji prizmės įstrižainė su pagrindo plokštuma sudaro 60? kampą. 
Apskaičiuokite prizmės paviršiaus plotą. 


Duota: а-6ст, Z ЕСЕ =60“. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
1. Randame prizmės pagrindo plotą Sparr: 


2 . 2. 
жы. "3873 вот 


pagr pagr 


2. Kadangi pagrindo ilgiausia įstrižainė FC 
lygi apie taisyklingąjį šešiakampį apibrėžto 
apskritimo skersmeniui, o R=a, tai 

ЕС = 2а =12 ст. 

I$ stačiojo A FFC randame prizmės aukštinę 
Н: FF, = FC 18609, FF 212453 cm. 
Vadinasi, prizmės aukštinė Н = 124/3 cm. 

3. Randame prizmės paviršiaus plotą S: 


5-5, 425./, $,,264H, 8, =43243 ст, 


S 243243 +2- 5443 = 54043 cm". 


Atsakymas. 5404/3 cm“. 


. Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės 9 cm ir 10 cm, o viena įstrižainė 
- 17 cm. Raskite gretasienio tūrį, jei jo paviršiaus plotas lygus 334 ст? 


Duota: АВ =10 cm, AD =9 cm, BD =17 cm, 
S = 334 cm". 
Rasti: V. 
Sprendimas. 


1. Randame gretasienio pagrindo plotą S,,: 
5 = 2S iuo: 


Trikampio ABD plotą rasime taikydami Herono formulę: 
5-ҮР(р-а«Ар-ӘДАр-с), p=18, 
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. Stačiosios prizmės pagrindas - statusis trikampis, kurio statinių santykis 
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5,0 = VI8-8-9-1 = 4/1296 =36. Tada 5, 


Kadangi S = 5,„+28,,, tai Sp, = 5-25 


22-36-72 cm". 
ty. $,, = 190 стг. 


pagr? 


Randame gretasienio aukštinę H. 
5, 2 P-H, P=2(AB+ AD), P - 2(10+9)= 38 cm, 


S. 
= 


Н- 


190 _ 


Randame gretasienio tūrį V: 


Ves H 


уга 24 : 7. Prizmés aukštinė lygi 5 ст, о šoninio paviršiaus plotas — 


V =72-5 =360 cm". 
Atsakymas. 360 ст’. 


140 cm?. Raskite prizmės tūrį. 


АС? = AB! + ВС?, АС? = (7х) +(24x)' = 625x° 


Duota: BC: АВ = 24:7, 8, -140 ст’, 
AA = BB, = СС, = 5 ст. 

С, Rasti: V. 

Sprendimas. 


5 1. Sakykime, kad vienai daliai tenka x cm. Tada 
BC =24xcm ir AB = 7xcm. 


Iš stačiojo А АВС, taikydami Pitagoro 
teoremą, randame pagrindo kraštinę AC: 
, AC = 25х ст. 


Randame daugiklio x reikšmę: 


140 


S, = Р-Н, Р-56х, 56х:5 =140, х= — = 0,5 ст. 
280 


Vadinasi, АВ = 3,5 ст, ВС =12 ст. 


Randame prizmės pagrindo plotą Spar: 


pagr ^— 


АВ-ВС 


35-12 


pagr 


-21ст!1. 


Randame prizmės tūrį V: 


V=S,„-H, 


V =21-5 =105 cm’. 


Atsakymas. 105 cm“. 


S 21620 ст". 


Rasti: V. 

Sprendimas. 
1. Iš trikampio ABC, taikydami Herono 
formulę, randame pagrindo plotą Spagr: 


S us -p(p - aXp - bXp -c) : 


=45cm ir a - 25 ст, b = 29 cm, c = 36 cm, tai 


25 29 


_25+29+36 
2 
S. = 045145 - 25 45 – 29 (45 – 36) = 360 cm". 
2. Randame prizmés aukstine Н: 
$258, %25,, 1620-90Н «2-360, H =10 cm. 
3. Randame prizmės tūrį V: 
V =S H, V =360-10 =3600 ст” =3,6 dm’. 


Atsakymas. 3,6 дт’. 


Kadangi p 


. Statiosios prizmės ABCDA,B,C,D, pagrindas уга lygiašonė trapecija 
ABCD, kurios kraštinės AB=CD=13cm, BC =11 cm, AD = 21 cm. 
Jos įstrižinio pjūvio plotas lygus 180 cm?. Raskite šios prizmės: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį, 

с) pjūvio 4B,C,D plotą. 


Duota: АВ = CD = 13 cm, ВС = 1 cm, 
AD =2lcm, $, = 180 cm. 
Rasti: а) S, b) V, c) 5,2. 
Sprendimas. 
1. I$ A ABE taikydami Pitagoro teoremą, 
randame pagrindo aukštinę BE: 
ВЕ? = АВ? - AE“. 


AD — BC 21-11 
EM AE = = 
2 2 5cm, 


tai ВЕ? 213! -5° 2144, ty. BE =12 ст. 


Kadangi AE = 
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Randame pagrindo plotą Spagr: 
Pte Ар + BC 


pagr 


2 
«ВЕ, S pagr = -12 =192 cm“. 


_21+11 
2 


Iš stačiojo А EBD randame pagrindo įstrižainę BD: 
BD? = BE! + ED’. 

Kadangi ED = EF + ЕР =11+5 =16 cm, tai 

BD! =12* «16? =144 +256 = 400, BD = 20 cm. 
Randame prizmės aukštinę BB;: 


S 


BBD 


S 

=BD-BB, ВВ, Em BB, = = 9 em. 
Randame prizmés paviršiaus plota S: 
S= S, +2S 
5, = P-H, 8, =58-9 = 522 cm°, 
S = 522 + 2 -192 =906 cm. 
Randame prizmés türi V: 
V=S,, H, Ai 

V =192-9 21728 ст’. 
Randame šoninės sienos 44,B,B įstrižainę АВ: 
AB? = АВ? + BB), 

AB? =13*+9* = 250, AB, = 5.10 cm. 
Iš stačiojo A AEB, taikydami Pitagoro teo- 


rema, randame pjūvio 4B,C,D aukštinę B E: 
ВЕ? = АВ} - АЕ", 


ВЕ? = Ís) - 5° = 225, 


B E =15 ст. B ICi 
Randame pjūvio plotą Ssa»: 
AD + BC ыш 
S ср nues ==, 
Saco ЕЕ a5 #240 ст. Es Sp GN NE 


Atsakymas. а) 906 ст", b) 1728 cm , с) 240 стг. 


20. Taisyklingosios trikampés prizmés türis lygus 1243 cm’, o šoninio 
paviršiaus plotas lygus 6 cm". Raskite pagrindo kraštinės ilgį. 


Ai C, Duota: V 21243 cm’, 5, = 6 cm'. 
Vu s w. 
Sprendimas. 
А C 2/3 
; a x43 
>. Kadangi Fa S „B= HG 
В S,, = Р-Н =3aH, tai gauname lygčių sistema 
Sla -1245, 


3а-Н = 6. 
Išsprendę šią sistemą, randame, kad a = 24 ст. 
Atsakymas. 24 cm. 


21. Taisyklingosios keturkampės prizmės formos vandens baseino tūris 
lygus 32 cm. Baseino dugną ir jo sienas reikia iškloti plytelėmis. Kokie 
turėtų būti baseino matmenys, kad jo apdailai reikėtų mažiausiai 
plytelių? 


Sprendimas. 
Pažymime pagrindo kraštinę x. Kadangi reikia 
išklijuoti baseino dugną ir sienas, tai turime 
rasti baseino paviršiaus plotą 
S= Soy +8, = х? +4xh. 


Baseino tūris V = S, -h = xh. Vadinasi, x^h 232 іг h= = 
x 


Sudarome paviršiaus ploto funkciją: S(x) -x +4x- = =x" + 128 
x 


128 2x'-128 


х? х? 


Randame šios funkcijos išvestinę: S'(x) - 2x — 


Randame funkcijos S(x) kritinius taškus: S'(x)= 0, elis =0, 
x 0, 2(2-64)-0, х-4ст. š 

Įrodysime, kad su šia x reikšme funkcija įgyja mažiausią reikšmę. 

Kai x=], tai S' (1) = LL --126, ty. 5'(1)<0. 
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Kai х= 5, tai S'(5)- la DUUM ұн (5)» 0. 


25 
min 
/ 2 NC x 
0 4 


Vadinasi, x -4 yra funkcijos S(x)minimumo taškas ir šiame taške 
š 32 
funkcija S(x) įgyja mažiausią reikšmę. Randame aukštinę: h = ro 2 m. 


Vadinasi, baseino matmenys turi būti tokie: 4 mx 4 mx2 m. 
Atsakymas. 4 mx 4 mx2 m. 


22. Raskite taisyklingosios keturkampės piramidės šoninio paviršiaus plotą, 


kai pagrindo kraštinė lygi 4 ст, o įstrižinis pjūvis lygiaplotis su 


Duota: AB = ВС = AD = CD =4 cm, 


S sio a Šios > "ЖЕ 
Rasti: S. 
Sprendimas. 


1. I$ A ABC randame pagrindo įstrižainę AC: 
AC! =2AB*, AC! 22:4, AC = 442 ст. 
2. Randame pagrindo plotą Sy : 


S. 4B, E15 сті. 
3. Randame piramidės aukštinę EO: 
АС-ЕО 28 2-16 
Se = , ЕО= ығ, — go - = = 442 ст. 
ai 2 AC 442 


4. Iš stačiojo A EOF randame šoninės sienos aukštinę — apotema EF: 
ЕЕ? = ЕО? + OF'. Kadangi OF = 14B, t.y. OF =2 cm, tai 


ЕЕ? -(a/2] +2 =36, EF =h, = 6 cm. 
5. Randame šoninio paviršiaus plotą S,, 


S = LR. š 


^ FIS S= dian. 
2 2 


Atsakymas. 48 cm°. 
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23. Raskite taisyklingosios trikampés piramidés šoninio paviršiaus plota, 


A 


2. 


24. Taisyklin 


kai pagrindo krastiné lygi 6 cm, 


о šoninė briauna su pagrindo 
plokštuma sudaro 45* kampą. 


Duota: AB = ВС = AC = 6 cm, Z DBO = 45°. 
Rasti: Sson. 

Sprendimas. 
1. Iš stačiojo A ABF , taikydami Pitagoro 
teoremą, randame pagrindo aukštinę AF: 
^ F 
45 AF? = AB! — BF’ . Kadangi BF = 2. BC, t.y. 
BF =3 cm, tai АЕ? =6 -3° =27, AF 2 343 cm. 
Iš A DOF randame šoninės sienos aukštinę DF: DF? = DO? + ОЕ”. 
Kadangi taškas O yra pusiaukraštinių susikirtimo taškas, tai 
АО: OF - 2 : 1. Vadinasi, AO = 243 cm, о OF = 43 cm. 
А ВОР уга statusis lygiašonis, nes ZOBD = ZBDO = 45°. 
Vadinasi, BO = OD = 243 ст. Tada РЕ? = ОР? + OF?, 


DF* = (243) +З) -15, DF = 415 cm. Taigi apotema A, = VI5 ст. 


3. Randame piramidės šoninio paviršiaus plotą S,,: 


Sa PA, Р-3-6-18ст, h, = 4/15 ст, S, = 9415 cm. 
Atsakymas. 9415 cm“. 


205105 keturkampės piramidės šoninio paviršiaus plotas lygus 
14,76 cm", o viso paviršiaus plotas — 18 ст2. Raskite piramidės 


Duota: $,, 214,76 cm^, S =18 ст. 
Rasti: EO. 

Sprendimas. 
1. Randame piramidės pagrindo kraštinę a. 
S=S,, +S. S, , =S- Sin 
5 ш =18 – 14,76 =3,24 cm°, 


So =а°, а= 43,24 =18 ст. 
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2. Randame šoninės sienos apotemą hz. 


А 1 ; z 
Kadangi S. 277% tai A, =? h, = 5 4] cm 


3. Išstačiojo А EOF randame piramidės aukštinę EO. 
Kadangi OF = 2% OF = 0,9 ст, tai EO! = EF? -OF", 
EO! = 4,1 -0,9 =16, EO = 4 cm. 
Atsakymas. 4 cm. 


25. Raskite taisyklingosios trikampés piramidés paviršiaus plota, jei jos 
aukštinė lygi 4 ст, o apotema — 8 cm. 


D Duota: DO = 4ст, DE = 8 ст. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
1. Iš stačiojo A DOE randame ОЕ: 
A C ов? = DE: -DO?, ОЕ? =8 — 4 = 48, 
s ОЕ- 4У3 ст. 
2 A 2. Kadangi taisyklingosios piramidės šoninių 


sienų apotemos lygios, tai piramidės viršūnės D 
statmenoji projekcija į pagrindą yra taškas O, 
kuris yra į pagrindą įbrėžto apskritimo centras. 
Vadinasi, OE = r. 

3. Randame pagrindo kraštinę a: 


a = 243r, а= 245 - 445 = 24 cm. 


4. Randame piramidės pagrindo plotą Spagr: 
аз 24.43 
Em 4 


S -14443 cm". 


pagr pagr 
5. Randame piramidės paviršiaus plotą S: 


Su$4S 7 -IP. 5, =36-8 = 288 cm", 


S = 288 14443 = MA + V3 em". 
Atsakymas. 1442 + Jem". 
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26. Piramidės pagrindas yra kvadratas, kurio kraštinė 20 cm. Piramidės 
aukštinė lygi 21 cm ir eina per vieną iš pagrindo viršūnių. Raskite 
piramidės paviršiaus plotą. 


Duota: DE =21 cm, 
Е AB =BC = AD =CD =20cm. 

Rasti: S. 

Sprendimas. 
1. Randame AADE ir AEDC plotus. 
C Kadangi A ADE =A EDC, tai 

_ AD. ED 
ROTE 


e 


A 20 B S aor = Sape 


| қ ML = 210 cm. 


D 


2. Išstačiojo А АРЕ randame AE (AE = ЕС): 
АЕ? = Ар? + DE', АЕ? =20 «21! = 841, AE = 29 ст. 


3. [rodysime, kad A АЕВ уга statusis naudodamiesi trijų statmenų 
teorema: jei tiesė, išvesta plokštumoje, statmena pasvirosios projekcijai 
toje plokštumoje, tai ji statmena pačiai pasvirajai. 

Kadangi АВ L AD, о AD yra pasvirosios AE projekcija, tai AB 1 AE. 
Vadinasi, A AEB yra statusis. 
Analogiškai galima įrodyti, kad A ECB yra statusis. 


4. Randame A AEB ir A ECB plotus: 
Kadangi А AEB = A ECB, tai 


Sus = св = SEa , Su = — = 290 cm. 


5. Randame piramidės pagrindo plotą Spagr: 
S. =, ty.  $,,-20' = 400 cm’. 


pagr 


6. Randame piramidės paviršiaus plotą S: 
S = Sune Same T Bas ua +S pagr 


5 =210 +210 + 290 + 290 + 400 21400 ст? =14 dm? 


Atsakymas. 14 dm’. 
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27. Piramidės pagrindas — lygiašonis trikampis, kurio kraštinės уга 40 cm, 
25 cm ir 25 cm. Piramidės aukštinė lygi 8 ст ir eina per pagrindo 
viršūnę, esančią prieš ilgiausią kraštinę. Apskaičiuokite piramidės 
paviršiaus plotą. 


Duota: AB = ВС = 25 cm, АВ = 40cm, 
CD =8 ст. 
Rasti: S. 


Sprendimas. 
1. Randame А BCD ir A ACD plotus. 


Kadangi A BCD = A ACD, tai 


BC -CD 
Sasco = Suco ж-е 
Sasco = = - =100 ст! 


2. Iš stačiojo A СЕВ randame CE (CE 1 АВ): 
CE! = BC? - BE', СЕ! = 25° – 20° = 225, CE - 15cm. 
3. Iš stačiojo А DCE randame DE: 
E'-CE'«CD',  DE'-15'48'-289, DE =17 cm. 


. 40-1 
4. Randame А ABC plotą: S, < „AG, S oc B 30 em". 


қ 40.17 
$ Randame А ABD plotą: S. „= 225 Sac = e MOen!. 
6. Randame piramidės paviršiaus plotą S: 
S=2S шь + Sao + Su; S =2-100+300 +340 = 840 cm’. 


Atsakymas. 840 cm“. 


28. Taisyklingosios keturkampės piramidės SABCD aukštinė ir pagrindo 
kraštinė lygios a. Rasti atstumą nuo tiesės AB iki plokštumos SCD. 


5 Sprendimas. 
Išveskime plokštumą, einančią per piramidės 
viršūnę S ir pagrindo kraštinių AB ir CD vidurio 
taškus M ir N. Ši plokštuma statmena 
C plokštumai SCD. Statmuo MP, išvestas iš taško 
M į tiesę SN, yra taip pat ir statmuo į plokštumą 
SCD. Jo ilgis lygus atstumui nuo tiesės AB iki 
M B plokštumos SCD. 
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Piramidės aukštinė SO ir atkarpa MP yra trikampio SMN aukštinės. 
| Kadangi pagal uždavinio sąlygą MN =a ir SO=a, tai i$ stačiojo 
trikampio SON, taikydami Pitagoro teoremą, 2 atkarpos SN ilgį: 


SN = JSO? ON? , ty. sv= de «(2 4 It 
Trikampio SMN plotą galime skaičiuoti taip: Ss = MN: SO arba 


S Vy = 25У : MP. Vadinasi, MN IN OE 25У -MP „ty. 
MN - SO = SN - MP. Iš šios lygybės randame ieškomąjį atstumą: 


MP = == MP = SE 24/5. 
a ° Atsakymas. 22 


; Tetraedro ABCD briaunų AB ir CD ilgiai lygūs a, о kitų briaunų — 5. 
Raskite atstumą tarp tiesių AB ir CD. 
Sprendimas. 

Sakykime, Mir N — briaunų AB ir CD vidurio 
taškai. Tiesės 4B ir CD yra prasilenkiančios. 
Kadangi pagal sąlygą  AC=BC=b ir 
AB = AD =b, tai trikampiai ABC ir ABD yra 
lygiašoniai, o atkarpos CM ir DM - jų 
aukštinės. 

Iš trikampių ACM іг ADM, remiantis Pitagoro 


2 
teorema, CM = DM = a 44 E | Au 
2 4 


| Vadinasi, trikampis CMD lygiašonis іг MN 1 CD. Analogiškai 
įrodome, kad trikampis ANB taip pat lygiašonis (AN = NB) ir MN L AB. 
Taigi MN - bendrasis tiesių АВ іг CD statmuo. Remiantis atstumo tarp 
prasilenkiančių tiesių apibrėžimu, statmuo MN - atstumas tarp 
prasilenkiančių tiesių 4В ir CD. Iš stataus T o CMN randame, kad 


MN = 4CM? - CN? = = b LA = J -2 = 
Atsakymas. |> es а 
2 


311 


30. Taisyklingosios šešiakampės piramidės šoninio paviršiaus plotas lygus 
304/3 ст?, pagrindo kraštinė — 243 cm. Raskite piramidės: 
a) aukštinę, 


Duota: АВ = BC = CD = DE = 
= EF = ЕА = 243 cm, 
S. =304/3 ст}. 

Rasti: a) SO, b) V. 


Sprendimas. 
1. Randame šoninės sienos apotemą As: 
25 

" Р =1243, h= = 

E E h, = = 3043 _, 
* 1243 
2. Randame piramidės pagrindo plotą Spasr: 
A D "T. 
K S. x 15, 

B C 


pagr 


S ELTE NN e. 


3. Randame OK (OK - i taisyklingąjį šešiakampį įbrėžto apskritimo 
spindulys ОК = ғ). 
183 


S 
i = 1 = gr = — = į 
Kadangi S,„=pr, tai r= —, ty. r= е) =3ст 


4. Iš stačiojo A KOS randame piramidės aukštinę OS: 
S? = SK? - KO", OS? = 5° -3° =16, OS = 4 cm. 
5. Randame piramidės tūrį V: 
y-ls .H, v-Las/3.4= 2443 ст. 
ar 3 


Atsakymas. a) 4 cm, b) 2443 ст’. 


312 


31. Piramidės pagrindas yra lygiagretainis, kurio kraštinės lygios 5 dm ir 


4dm, viena įstrižainė — 3 dm. Piramidės aukštinė eina per pagrindo 
įstrižainių susikirtimo tašką ir lygi 2 dm. Raskite piramidės paviršiaus 
plotą. 


Duota: AD = BC = 4 dm, АВ = CD = 5 dm, 
BD =3dm, EO =2 dm. 


Rasti: S. 
Sprendimas. 
C į Randame pagrindo plotą S: 
Sue = 2Su Su = pp - ap - bXp-c). 


p 76, 5,-/66-56-4)6-3)- 
-46.1.2.3-6cm, 8, -2.6-12ст!, 
2. Randame OK. 

Kadangi ОК = рм , o DM уга aukštinė, 
išvesta į kraštinę AB, tai 

S,„= AB. DM. Iš čia, DM - =, DM -2 =2,4 dm. 

Vadinasi, OK =1,2 dm. 

Randame OF. 


Kadangi OF = рм , o DN yra aukštinė, išvesta į kraštinę BC, tai 


Қ ры 
S,,"BC-DN. Iš йа, DN- dC , DN - 2-3 dn. 
Vadinasi, OF = 1,5 dm. 
Iš stačiojo A KEO randame šoninės sienos ABE apotemą ЕК: 
K? =0K°+0E?, EK'-12 42! -544, ЕК = уе dm. 
Iš stačiojo A EOF randame šoninės sienos BEC apotema EF: 
F’ =OF* +0E*, ЕЕ? =1,5 «2 625, EF = 2,5 dm. 
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6. Randame šoninės sienos AEB plotą: 


s. 4136 
AB. EK 5 4136 dm? 
S = S, cep = 2 S us = = —— ат. 
2s 2 2 2 
7. Randame šoninės sienos BEC plotą: 
BC-EF 4-2,5 
бас = Šumo = 2 , S кс SER = 5 dm’ 


8. Randame piramidés paviršiaus plota: 


1136 
5-5, 429,,*28,., 8-12%2.5- 42.5222 + 4136 dm. 


Atsakymas. 22 + /136 dm“. 


. Piramidės pagrindas — trikampis, kurio kraštinės lygios 13 cm, 14 cm i 
15 ст. Visi dvisieniai kampai prie pagrindo lygūs ро 30°. 

Apskaičiuokite piramidės: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


D Duota: АВ =13cm, BC =14cm, AC =15 cm, 
ZDKO = 30“. 
Rasti: a) S, b) V. 


Sprendimas. 


-------- 


C 1. Randame piramidės pagrindo plotą Spas: 


S -Үр(р- аўр -bXp -c). p=2L 
B S ы --ү2101-13)21-14)21-15)- 
4 C BIET men. 


2. Randame OK. 
Kadangi visi dvisieniai kampai prie pagrindo 
lygūs, tai piramidės viršūnės D statmenoji 
projekcija į pagrindą yra taškas O, kuris yra į 
pagrindą įbrėžto apskritimo centras (OK = r). 


Vn 
Op- 
È 


, з $ _84_ 
Kadangi $,, = рғ, tai 72 ty. as 
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. Piramidės pagrindas yra trikampis, kurio dvi 


Iš stačiojo A DKO randame piramidės aukštinę OD: 
OD -OK-tgDKO, OD = 4tg30° = E cm. 


Iš stačiojoA DKO randame piramidės šoninės sienos aukštinę DK 
(visos šoninių sienų apotemos lygios). 
__ OK В ‚ DK- 4 4.2 843 
cos DKO cos 30? 3 3 


Randame piramidės paviršiaus plotą S: 
5-5, +Š , 85, -р.), “Š -21. BB se f om, 


S - 84. 5645 = 28(3 + 243 em. 
Randame piramidės tūrį V: 


Pas (Н, p l 50. nn 
3 Pr 3 3 3 


E, + 


Atsakymas. a) 286 + 245 Jen? 


6 cm ir 10 cm ilgio 
kraštinės sudaro 120% kampą. Kiekviena šoninė briauna su pagrindo 
plokštuma sudaro 60% kampą. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 


Duota: АВ = бст, BC =10 cm, ZABC = 120°, 
ZDAO = ZDBO = ZDCO = 60°. 
Rasti: V. 
Sprendimas. 
l. Iš A АВС, taikydami kosinusų teorema, 
C randame pagrindo kraštinę AC: 
АС? = АВ? + BC! -24B - BC cos B, 
cos B = cos120° = cos(1 80? – 60°) = — cos 60°, 
АС? = 6 +10? +2:6:10соѕ60° = 
=36 +100 *2-6:10. 7-196, AC -14 cm. 
2. Randame piramidės pagrindo plotą S,.„: 
er = 4B: BCsin B, 
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sin B = sin120? = sin(1 80° – 60°) = sin 60°, 


5 =l gana = 1.6.10. 33 215/53 emp. 

„2 2 2 

3. Randame BO. | 
Kadangi piramidės briaunos su pagrindo plokštuma sudaro lygius 

kampus, tai atkarpa BO yra apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulys R. 


b 6-10-14 148 om 
Spindulį R randame iš formulės: Rs“, R= y т тікі X m 


4S 
4. Išstačiojo А DBO randame piramidės aukštinę DO: 


1443 - 43 
3 


DO = BO .tg60°, DO = =14 cm. 


5. Randame piramidės tūrį V: 
У--8,,-Н, V = 153-14 =7045 ст. 


gr 


Atsakymas. 7043 cm’. 


. Trikampés piramidės dvisieniai kampai prie pagrindo kraštinių lygūs. 
Pagrindo kraštinės lygios 7 cm, 8 cm ir 9 cm, piramidės tūris - 40 ст. 


Raskite piramidės šoninio paviršiaus plotą. 


Duota: AB =7cm, BC = 8 cm, AC = 9 ст, 


V =40 cm’. 
Rasti: Sson. 
Sprendimas. 
А C 1. Randame piramidės pagrindo plotą Spar: 
E f S эм pip-aÀp-bAp-c) p=12, 


В S. Om 712-812 -9) = 
_ JS -1245 am. 


2. Randame OE. | | 
Kadangi dvisieniai kampai prie pagrindo kraštinių yra lygūs, tai OE yra 
į trikampį ABC įbrėžto apskritimo spindulys r. 


SENS K> 
š 12 


S 
Kadangi S, — p.r, tai dE ty. r = 
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3. Randame piramidés n H: 


pais dr pa жыз: AD ә Жон 


3 r E 1245 
4. Išstačiojo A DOE randame šoninės sienos apotemą hs (DE = h, ): 
DE? = РО? +0E*, ре" =|24/5] +45) =25, DE-Scm. 
5. Randame piramidės šoninio paviršiaus plotą S,,: 
Son = p: h,, $,, =12:5 = 60 стг. 
Atsakymas. 60 стг. 


. Piramidės pagrindas yra rombas, kurio kraštinė lygi 15 ст. Piramidės 
šoninio paviršiaus plotas lygus 3 dm, jos šoninės sienos su pagrindo 
plokštuma sudaro 45? kampus. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 


Duota: AB = BC = ÇD = AD =15cm, 
S, =3 ат’, ZEFO = 45°. 
Rasti: V. 
Sprendimas. 
C 1. Randame šoninės sienos apotemą Ay: 
300 


S,, = p:h,, p = 30 cm, h, ai k = — =10 ст. 
p 30 


2. Išstaciojo A EFO randame piramidės aukštinę EO: 


ЕО = EF sin 45?, ЕО =10 A. 542 cm. 

3. Randame FO. 
Kadangi А EFO yra lygiašonis ( ZEFO = ZFEO = 45?), 
tai FO = EO = 542 cm. 

4. Randame piramidės pagrindo plotą Speg. 


Kadangi šoninės sienos su pagrindo plokštuma sudaro lygius kampus, 
tai FO yra į pagrindą įbrėžto apskritimo spindulys r. 


S EPT, Spy -30-5У2 -15042 ст!. 
5. Randame piramidės tūrį V: 


1 1 
кет, V 1.15042 542 = 500 ст? =5 dm’. 


Atsakymas. 5 4т?. 
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36. Taisyklingosios nupjautinės keturkampės piramidės kraštinės lygios 
2 dm ir 8 dm, o aukštinė — 4 dm. Apskaičiuokite piramidės paviršiaus 


Duota: AB, =2 dm, АВ = 8 dm, OO, = 4 dm. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
1. Randame piramidės pagrindų plotus S; ir S: 
S, = AB', S, -8 =64dm", S, =X? =4 dm. 
c 2. Randame šoninės sienos aukštinę EE, (hs). 

Kadangi ЕЕ = OO, =4dmir EF = EO — E0,, 
o EO = 4 йт, EO, =1 dm, EF = 3 dm, tai 

i$ А EFE, randame EE,: 

EE; = EF! + ЕЕ}, 

EE; =3 +4 = 25, ЕЕ, = 5 dm. 


Е Е о 3. Randame šoninio paviršiaus plotą S... 
Kadangi P =4: AB,, o P, =4- AB, tai Р, =32 dm, P, = 8 dm ir 
E. -;6 +32).5 2100 ат. 


4. Randame nupjautinės piramidės paviršiaus plotą S: 
5-85, +S +S, S=100+644+4=168 dm'. 
Atsakymas. 168 dm“. 


37. Taisyklingosios nupjautinės keturkampės piramidės aukštinė lygi 
63 cm, o šoninės sienos aukštinė — 65 cm, o pagrindų kraštinių santykis 
yra 7:3. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 


D, Ci — Duota: OO, = 63 ст, ЕЕ, = 65 cm, 
AB: A,B17 7:3. 
Rasti: V. 
Sprendimas. 


1. Sakykime, kad vienai daliai tenka x ст. 
Tada AB 27x cm, AB, = Зх cm ir 
E 


OE = 2-48 = 3,5х ст, 


O, E, OE, =: АВ, -1,5х ст. 
2. Randame pagrindo kraštines АВ ir А,В. 
Kadangi FE = OE -OE,, FE = 2хст ir 
OO, = FE, — 63 cm, tai iš А ЕГЕ, taikydami 
[0] F E Pitagoro teorema, randame x: 
ЕЕ} = FE; + FE’, 65° 263! « (xf, x=8 cm. 
Vadinasi, АВ = 7-8 = 56 ст, о AB, = 3-8 = 24 cm. 
3. Randame pagrindų plotus 5) ir S;: 
S, = AB", S, = 56° 23136 cm, S, = AB, S, = 24° = 576 cm". 
4. Randame nupjautinės piramidės tūrį V: 


1 
V-Lals WS 
1 
V= 2550136 t 576 + 43136. 576)- 106176 cm. 
Atsakymas. 106176 cm’. 


; Nupjautinés piramidés pagrindai yra taisyklingieji trikampiai, kuriu 
krastinés lygios 5 cm ir 3 cm. Viena &oniné briauna statmena pagrindo 
plokštumai ir lygi 1 cm. Apskaičiuokite nupjautinés piramidės: 

a) šoninio paviršiaus plotą, 


b) tūrį. 


Duota: AC = 5 cm, AC, = 3 cm, CC, = 1 cm. 
Rasti: a) Sen b) V. 

Sprendimas. 
1. Randame šoninių sienų ACC,A, ir BB,C,C 
plotus. Šios šoninės sienos уга stačiosios 
trapecijos, jų plotai — lygūs. 


AC * AC, 
Sicca = „= L. CC, 
543 
Арс, S. == 4-4 cm. 


1 2. Randame pagrindų aukštines CE ir СЕ). 
Р : m Kadangi A ABC yra lygiakraštis, tai 


АЕ = АВ - 25m. 
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I$ stačiojo A AEB randame СЕ: 


75 543 


E’ = АС? — АЕ, CE! 25 -25' = a , CE- x B 


А ; А 1 
Kadangi A А,В,С, уга lygiakraštis, tai АЕ, = z АВ, -1,5 ст. 
I$ stačiojo A ДЕ С, , taikydami Pitagoro teorema, randame СЁ: 


2 
3 
= AC? - ДЕ}, cg -»-(2) -, СЕ, 5 


3. Randame šoninės sienos 44,B,B aukštinę EE;. 
Kadangi CC, = E,F =1 cm ir 

Ĉi E, ЕЕ = СЕ — С,Е,, tai 
ЕЕ = АЗ ст. 
Iš stačiojo A E,FE randame EE: 
EE? = FE? ЕЕ", 
ЕЕ? = ° +05) =4, ЕЕ, =2ст. 
4. Randame šoninės sienos 44,B,B plotą S: 


s | 7 254. gg, Susa = I тыш amt: 


5. Randame nupjautinés piramidės šoninio dd plotą Ssn: 
$, 7285,54 t Susp Son 725418 =16 сті. 
6. Randame pagrindų plotus S, іг S>: 


MI 


1 = 4 , 1 , 


2-42 з. 55, га 
2 4 | 2 4 2 


7. Randame nupjautinés VES tūrį V: 


y -iB(s +5, + scs.) 
Шаа rin 4943 >. 


у = 
3 4 4-4 4 


9/3, 


Atsakymas. a) 16 cm, b) DT ст”. 
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. Nupjautinés piramidés pagrindu plotai 245 ст 


Duota: V = 76 cm, S, =18 cm^, H = бст. 
Rasti: S). 


Sprendimas. 
Į nupjautinės piramidės tūrio formulę V = iH (s, +5, + J Š: S, ) 
įstatę S, 218, H = 6 ir = 76, gauname iracionaliaja lygtį, kurioje 
nežinomasis уга S;: 


pose sa 185, )- 76, arba 184-5, +./185, =38, ty. 


Jišs, -20-8,. (1) Pastebėkime, kad plotas 5; turi tenkinti 
dvigubą nelygybę 0 < S, < 20. 
(1) lygties abi puses pakėlę kvadratu (Ass, J = (20 _ S, у, gauname 
lygtį 185, = 400 — 405, + 52, ty. 52 – 585, + 400 = 0. 
Išsprendę šią kvadratinę lygtį, randame, kad 5, -8 ст! (šaknis 
S, = 50 ст? netinka, nes 0 < S, < 20). 

Atsakymas. 8 ст”. 


2 ir 80cm), o visa 


piramidės aukštinė lygi 35 cm. Apskaičiuokite nupjautinės piramidės 


Duota: S, = 245 cm°, S, = 80cm', SO = 35 ст. 
Rasti: Иш. 


Í Sprendimas. 
1 büdas. 
4 D, Раўутіте SO, = х. Tada OO, =35- x. 


l 
> Кы =+ Hs, +5, + 525) ty. 
D 1 
5s = @5-х/о45 +80+ V/80-245)= 
=155(35 - x). 
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Kadangi У, =V -V, 
(V — visos piramidės tūris, o V, — viršutinės piramidės tūris) ir 


1 | 1 1 
у-55 50, o V, 2 28,80, tai V, =Š, 50-45, ` SO,, ty. 


1 1 8575-80х 
= 15452382 Sx ce 
Жж 3 245.35 3 80. x 3 
> 8575 – 80x ; ; 10% 
Taigi V,, -155(35-х) ir ы" Sulyginę šių dviejų 
„ 8575—80x : 
lygybių dešines puses, gauname lygtį — P=), kurią 


išsprendę, randame, kad x = 20 cm. 


Vadinasi, V... =155(35 - 20) = 2325 ст”. 


nupj 

2 büdas. 
Kadangi panašių figūrų plotų santykis lygus panašumo koeficiento 
kvadratui, tai nupjautinės piramidės plotai S, ir 8; susiję lygybe 
E = k°S,. 


5 245 49 7 
Randame panašumo koeficientą К? = 2 24-- = 


EP 16 4 
Kadangi piramidės aukštinė SO = 35 ст, о panašumo koeficientas 
k= ci ir k= 20, tai galima sužinoti aukštinės SO, ilgį: 

4 


1 


BU T 804704 an Е. Á amu 
SO, 4 7 7 
Randame viršutinės piramidės tūrį Vj: 
1 
И = 4% 50, 
A = 1-80-20 = 99 aw 


Randame nupjautinės piramidės tūrį Vn: 


тү 1600 
V uy eu -1)И, Ран (6 ШЕ. cm". 


Atsakymas. 2325 cm". 
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2.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Stačiakampio gretasienio matmenys 2dmx4dmx5dm. Apskai- 
čiuokite jo įstrižainės ilgį. 

Stačiojo gretasienio šoninė briauna lygi 5 cm, pagrindo kraštinės — 6 cm 
ir 8 cm, o viena pagrindo įstrižainė — 12 cm. Apskaičiuokite gretasienio 
įstrižainių ilgius. 

Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės yra 3 cm ir 5 cm ilgio, o viena 
pagrindo įstrižainė - 4 cm ilgio. Mažesnioji gretasienio įstrižainė su 
pagrindo plokštuma sudaro 60? kampą. Apskaičiuokite gretasienio 
įstrižainių ilgius. 

Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio bukasis kampas lygus 
1209. Gretasienio aukštinė lygi 5, o šoninio paviršiaus plotas — 4043. 
Apskaičiuokite ilgesniosios pagrindo įstrižainės ilgį. 


Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio ilgosios įstrižainės 


ilgis 8ст, o gretasienio įstrižainių ilgiai 10cm ir 6/2 cm. 
Apskaičiuokite šoninio paviršiaus plotą. 


Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, 
kurio trumposios įstrižainės ilgis 4 cm. 
Trumposios gretasienio įstrižainės ilgis 5 cm, 
o šoninės sienos įstrižainės ilgis 7 cm. 
Apskaičiuokite pagrindo plotą. 


Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio mažosios įstrižainės 
ilgis бст, gretasienio mažosios įstrižainės ilgis 10 cm, о šoninio 
paviršiaus plotas 32429 cm*. Apskaičiuokite ilgesniosios gretasienio 
įstrižainės ilgį. 


Kubas, kurio briauna lygi 4-33, 
perkirstas plokštuma, einančia per trijų 
briaunų, išeinančių iš vienos viršūnės, 
vidurio taškus. Raskite pjūvio plotą. 


Stačiosios prizmės pagrindas yra trapecija, kurios trys kraštinės lygios 
ir kiekvienos jų ilgis 2 dm, o ketvirtosios ilgis 4 dm. Apskaičiuokite šios 


prizmės įstrižinio pjūvio plotą, jei prizmės briaunos ilgis 443 dm. 
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. Pasvirosios trikampės prizmės šoninė briauna lygi 10 ст. Atstumai tarp 
jos šoninių briaunų lygūs 3 cm, 4 cm ir 5 cm. Raskite prizmės šoninio 
paviršiaus plotą. 


. Pasvirosios keturkampės prizmės šoninė briauna lygi 742 cm. 


Atstumai tarp jos šoninių briaunų lygūs 342 cm. Raskite prizmės 
šoninio paviršiaus plotą. 

. Stačiosios prizmės šoninė briauna lygi 9 cm. 
Prizmės pagrindas yra rombas, kurio ilgesnioji 
įstrižainė lygi 4-/3 cm, o smailusis kampas — 60°. 
Apskaičiuokite prizmės: 

a) pagrindo kraštinės ilgį, 
b) šoninio paviršiaus plotą, 
c) paviršiaus plotą. 


. Stačiosios prizmės pagrindas yra lygiašonis trikampis, kurio šoninė 
kraštinė sutinka su pagrindu, kaip 5 : 6. Šios prizmės aukštinė lygi 
pagrindo aukštinei, išvestai į jo šoninę kraštinę. Raskite prizmės 
briaunas, jei prizmės paviršiaus plotas lygus 2520 cm. 


. Stačiosios trikampės prizmės pagrindo kraštinės sutinka, kaip 
17 : 10 : 9, o šoninė briauna lygi 16 cm. Šios prizmės paviršiaus plotas 
lygus 1440 cm?. Raskite pagrindo kraštines. 


Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės 

3 cm ir 8 ст, o kampas tarp jų 60°. 
Gretasienio trumpesnioji įstrižainė su 
pagrindo plokštuma sudaro 30° kampą. 
Apskaičiuokite gretasienio: 

a) pagrindo plotą, 

b) trumpesniosios pagrindo įstrižainės ilgį, 
c) paviršiaus plotą. 


. Stačiosios prizmės pagrindas — rombas, kurio kraštinė 6 cm, o kampas — 
60°. Ilgesnioji prizmės įstrižainė su pagrindu sudaro 30% kampą. 
Apskaičiuokite prizmės: 

a) pagrindo plotą, 
b) ilgesniosios prizmės įstrižainės ilgį, 
c) paviršiaus plotą. 


. Taisyklingosios keturkampės prizmės šoninės sienos plotas lygus 
24 cm". Raskite įstrižinio pjūvio plotą. 
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18. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


Taisyklingosios keturkampės prizmės šoninės sienos įstrižainė su 
pagrindo plokštuma sudaro kampą a. Prizmės šoninio paviršiaus plotas 
lygus 29,4 cm’. Raskite pagrindo įstrižainės ilgį, jei tga = 0,3. 


. Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės lygios 8 cm ir 15 cm, o kampas 


tarp jų 60°. Trumpesnioji gretasienio įstrižainė pasvirusi į pagrindo 
plokštumą 30? kampu. Apskaičiuokite gretasienio: 

a) pagrindo plotą, 

b) aukštinę, 

с) tūrį. 

Taisyklingosios trikampės prizmės pagrindo aukštinė lygi 245 cm, о 
jos pačios aukštinė 6 cm. Apskaičiuokite prizmės tūrį. 


Per taisyklingosios šešiakampės prizmės 
ilgiausiąją įstrižainę nubrėžta plokštuma yra 
kvadratas, kurio plotas lygus 16 cm“. 
Apskaičiuokite prizmės tūrį. 


Taisyklingosios keturkampės prizmės įstrižainė lygi 6 dm, o šoninio 
paviršiaus plotas — 32 dm“. Apskaičiuokite prizmės tūrį. 


Taisyklingosios trikampės prizmės šoninė 
briauna lygi pagrindo aukštinei. Pjūvio, 
einančio per šią prizmės briauną ir aukštinę, 
plotas lygus 27 cm?. 

Apskaičiuokite prizmės tūrį. 


Taisyklingosios trikampės prizmės pagrindo kraštinė lygi 4 cm, о 
šoninio paviršiaus plotas lygus pagrindų plotų sumai Apskaičiuokite 
prizmės tūrį. 
Raskite stačiojo gretasienio, kurio pagrindas — rombas, tūrį, jei jo 
aukštinė lygi Уз cm ir įstrižainės su pagrindo plokštuma sudaro 45“ ir 
60? kampus. 


Stačiojo gretasienio pagrindas — rombas, kurio viena įstrižainė lygi 
12 cm. Gretasienio aukštinė lygi 2 cm, o šoninio paviršiaus plotas — 
80 ст2. Apskaičiuokite gretasienio tūrį. 

Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio smailusis kampas 
lygus 60°. Gretasienio aukštinė lygi 5, o tūris — 3045. . Apskaiciuokite 
ilgesniosios pagrindo įstrižainės ilgį. 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio kraštinė lygi 2 cm, о 
smailusis kampas a. Ilgesnioji gretasienio įstrižainė su jo pagrindo 
plokštuma sudaro 60? kampą. Apskaičiuokite gretasienio tūrį, kai 


x 


p= 
ai ET 
Taisyklingosios šešiakampės prizmės ilgoji įstrižainė, kurios ilgis 8, su 
šonine briauna sudaro 30? kampą. Apskaičiuokite prizmės tūrį. 


Taisyklingosios keturkampės prizmės pagrindo kraštinė lygi 3 dm. 
Raskite prizmės tūrį, kai kampo tarp prizmės įstrižainės ir šoninės 
sienos kotangentas lygus 42. 


Stačiojo gretasienio pagrindas — rombas, kurio viena įstrižainė lygi 
8 cm. Gretasienio šoninio paviršiaus plotas 200 cm“, o aukštinė lygi 
10 cm. Apskaičiuokite gretasienio: 

a) pagrindo kraštinės ilgį, 

b) pagrindo plotą, 

с) tūrį. 

Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės yra 
lygios 242 ст ir 5 ст ilgio іг sudaro 45? 
kampą. Trumpesnioji gretasienio įstrižainė 
lygi 7 cm. Apskaičiuokite gretasienio: 

a) pagrindo plotą, 

b) aukštinę, 

с) tūrį. 

Stačiojo gretasienio pagrindas — rombas, kurio ilgosios įstrižainės ilgis 


8 cm, o gretasienio įstrižainių ilgiai 10 cm ir 6/2 cm. 
Raskite gretasienio: 

a) aukštinę, 

b) pagrindo plotą, 

с) tūrį. 

Stačiojo gretasienio pagrindas yra lygiagre- 
tainis, kurio kraštinės 3 cm ir 5 cm sudaro 60° 
kampą. Didesniojo įstrižinio pjūvio plotas 
lygus 63 cm“. Apskaičiuokite gretasienio: 

a) pagrindo plotą, 

b) aukštinę, 

с) tūrį. 
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35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


45. 


Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės 13 cm ir 37 cm, о ilgesnioji 
pagrindo įstrižainė - 40 cm. Šoninė briauna su ilgesniąja gretasienio 
įstrižaine sudaro santykį 15 : 17. Apskaičiuokite gretasienio tūrį. 
Taisyklingosios trikampės prizmės pagrindo kraštinė lygi 4 cm, o 
šoninio paviršiaus plotas lygus pagrindų plotų sumai. Raskite prizmės 
tūrį. 

Stačiakampio gretasienio šoninės sienos įstrižainė lygi 13, o tos sienos 
pagrindo kraštinė lygi 12. Rasti kitos pagrindo kraštinės ilgį, kai 
gretasienio tūris lygus 120. 

Stačiojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio įstrižainės lygios 16 ir 
12, o tūris lygus 576. Raskite gretasienio šoninio paviršiaus plotą. 
Stačiojo gretasienio įstrižainės lygios 9 cm ir 433 ст, pagrindo 
perimetras lygus 18 cm, o šoninė briauna lygi 4 cm. Apskaičiuokite 
gretasienio tūrį. 

Stačiakampio gretasienio įstrižainė 13 cm, o jo šoninių sienų įstrižainės 
lygios 4/10 ст ir 3417 cm. Apskaičiuokite gretasienio tūrį. 


Kubo briaunų, išeinančių iš vienos 
viršūnės, galai sujungti atkarpomis. 
Gautojo trikampio plotas lygus 84/3 cm". 
Raskite kubo tūrį. 


Atstumai tarp trikampės prizmės šoninių briaunų sutinka, kai 
9:10: 17. Šoninė briauna lygi 1 m, o prizmės šoninis paviršius — 6 m“. 
Apskaičiuokite prizmės tūrį. 


Taisyklingosios šešiakampės prizmės ilgesnioji įstrižainė lygi 443 dm 
ir pasvirusi į pagrindo plokštumą 30? kampu. Apskaičiuokite prizmės: 
a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


. Taisyklingosios šešiakampės prizmės pagrindo kraštinė lygi 4 cm, o 


šoninio paviršiaus plotas — 2443 ст”. Apskaičiuokite prizmės tūrį. 


Reikia pagaminti stačiakampio gretasienio formos dėžutę. Dėžutės 
dugno plotas turi būti lygus 2 дт, o šoninio paviršiaus plotas — 18 dm. 
Kokie turi būti dėžutės matmenys, kad jos visų briaunų ilgių suma būtų 
mažiausia? 
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46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


5 


o 


54. 


Reikia pagaminti 32 £talpos indą be dangčio. Šio indo forma turi būti 
stačiakampis gretasienis, kurio pagrindas — kvadratas. Kokie turi būti 
indo matmenys, kad jam pagaminti būtų sunaudota mažiausiai 
medžiagos? 


Taisyklingosios trikampės prizmės pagrindo kraštinės ir šoninės 
briaunos ilgių suma lygi 3 cm. Apskaičiuokite prizmės didžiausią tūrį. 


Taisyklingosios keturkampės prizmės tūris lygus 8 dm). Žinoma, kad 
prizmės pagrindo kraštinės ilgis gali įgyti bet kurias reikšmes, 
priklausančias intervalui р; 4]. Raskite mažiausią visą šios prizmės 
paviršių. 


Piramidės pagrindas — stačiakampis, kurio kraštinės 6 cm ir 15 cm. 
Šoninės briaunos yra vienodo ilgio, o piramidės aukštinė lygi 4 cm. 
Apskaičiuokite piramidės šoninio paviršiaus plotą. 


Piramidės pagrindas yra kvadratas, kurio 
kraštinė lygi 3. Dvi šoninės sienos yra 
statmenos į pagrindą, o kitos dvi su 
pagrindu sudaro kampą а. Apskaičiuokite 
piramidės paviršiaus plotą, kai sina = 0,6. 

3 
Piramidės pagrindas — statusis trikampis, kurio statiniai lygūs 7 ir 24. 
Piramidės sienos, einančios per šio trikampio statinius, yra statmenos 
pagrindo plokštumai, o trečioji siena su pagrindu sudaro 60% kampą. 
Raskite piramidės aukštinę. 


Piramidės aukštinė lygi 16, o jos pagrindo plotas lygus 512. Kokiu 
atstumu nuo pagrindo plokštumos reikia nubraižyti piramidės pjūvį, 
lygiagretų pagrindui, kad jo plotas būtų 507 


. Taisyklingosios šešiakampės piramidės šoninio paviršiaus plotas lygus 


9/6 


E nouh o pagrindo krastinés ilgis 48 cm. Apskaičiuokite piramidės 
aukštinės ilgį. 

Taisyklingosios keturkampės piramidės aukštinė lygi 2, o šoninės 
sienos su pagrindo plokštuma sudaromo kampo tangentas lygus d 


Apskaičiuokite piramidės paviršiaus plotą. 
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55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


Piramidės pagrindas — statusis trikampis, 
kurio statiniai lygūs бст ir 8 cm. 
Piramidės sienos, einančios per šio 
trikampio statinius, yra statmenos pagrindo 
plokštumai, о trečioji šoninė siena 
pasvirusi i pagrindą 309 kampu. 
Apskaičiuokite piramidės aukštinę. 


Piramidės pagrindas yra stačiakampis, 

kurio 5cm ir 9cm. Viena iš šoninių 

briaunų statmena pagrindo plokštumai, jos 

ilgis 12 cm. Apskaičiuokite visą piramidės 

paviršiaus plotą. 5 
9 


Piramidės pagrindas lygiagretainis, kurio kraštinių ilgiai 3 ir 7, o viena 
jo įstrižainė lygi 6. Piramidės aukštinės, einančios per pagrindo 
įstrižainių susikirtimo tašką, ilgis 4. Raskite piramidės šoninių briaunų 
ilgių sumą. 


Piramidės pagrindas yra kvadratas. Viena piramidės briauna statmena 
pagrindui. Ilgiausioji briauna lygi 6 cm ir su pagrindu sudaro 45? 
kampą. Raskite pagrindo plotą. 


Piramidės pagrindas — statusis trikampis, 
kurio statiniai lygūs 3 dm ir 4 dm. Šoninės 
sienos pasvirusios į pagrindo plokštumą 
30? kampu. Raskite piramidės paviršiaus 
plotą. 


Tiesės atkarpos, jungiančios taisyklingosios trikampės piramidės 
pagrindo centrą su šoninės briaunos viduriu, ilgis lygus pagrindo 
kraštinės ilgiui. Raskite šoninių sienų sudaromo dvisienio kampo 
kosinusą. 


Taisyklingosios trikampės piramidės pagrindo kraštinė lygi 10. Rasti 
piramidės aukštinę, kai jos šoninio paviršiaus plotas du kartus didesnis 
už pagrindo plotą. 


Taisyklingosios trikampės piramidės aukš- 
tinė lygi 1, o jos pagrindo kraštinės lygios 
6. Raskite piramidės šoninio paviršiaus 
plotą. 6 
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. Piramidės pagrindas — lygiašonė trapecija, kurios pagrindai lygūs 2 dm 
ir 8 dm. Šoninės sienos pasvirusios į pagrindo plokštumą 60° kampu. 
Raskite piramidės paviršiaus plotą. 


. Taisyklingosios trikampės piramidės apotema lygi 5 cm, o aukštinė — 
4 cm. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 


. Taisyklingosios trikampės piramidės 

pagrindo kraštinė lygi 6 cm, о šoninės 

briaunos su pagrindo plokštuma sudaro 45? 

kampą. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 6 

. Taisyklingosios trikampės piramidės aukštinė lygi 3 cm, o šoninė siena 
su pagrindo plokštuma sudaro 60? kampą. Apskaičiuokite piramidės 


. Piramidės pagrindas yra stačiakampis, kurio plotas — 9 ст, о įstrižainė 
su viena kraštine sudaro 30° kampą. Šoninės briaunos su pagrindo 
plokštuma sudaro 45? kampus. Raskite piramidės tūrį. 


„ Piramidės pagrindas yra statusis trikampis, kurio įžambinė lygi 4 cm, o 


smailusis kampas - 60%. Piramidės šoninės briaunos pasvirusios į 
pagrindo plokštumą 45* kampu. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 


. Taisyklingosios šešiakampės piramidės tūris lygus 2445 cm’, o jos 
pagrindo plotas lygus 2445 сті. Apskaičiuokite piramidės šoninės 
briaunos ilgį. 


. Taisyklingosios keturkampės piramidės pagrindo įstrižainių ir jos 
šoninių briaunų ilgiai lygūs V3. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 


. Piramidės pagrindas yra statusis trikampis, 
kurio statiniai 8cm ir 6cm. Piramidės 
šoninės briaunos pasvirusios į pagrindo 
plokštumą 60° kampu. Apskaičiuokite 
piramidės tūrį. 


. Taisyklingosios trikampės piramidės tūris 24 cm, o šoninė siena su 
pagrindo plokštuma sudaro 60? kampą. Raskite piramidės pagrindo 
kraštinę. 
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74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


. Taisyklingosios keturkampės piramidės šoninio paviršiaus plotas 


260 cm, o pagrindo įstrižainė — 1042 cm. Raskite piramidės tūrį. 
Piramidės pagrindas yra lygiašonis trikampis, kurio šoninės kraštinės 


lygios 6, o pagrindas — 8. Apskaičiuokite piramidės tūrį, kai visos 
šoninės briaunos lygios 9. 


Piramidės pagrindas yra stačiakampis, 


kurio kraštinės lygios 6 ir 8. 13 
Apskaičiuokite piramidės tūrį, kai visos 
šoninės briaunos lygios 13. 3 


Piramidės pagrindas — lygiašonis trikampis, kurio kraštinių ilgiai 12, 10 
ir 10. Šoninės sienos su pagrindo plokštuma sudaro 459 kampą. 
Apskaičiuokite piramidės tūrį. 

Trikampės piramidės šoninės briaunos yra vienodo ilgio ir lygios a. Iš 
trijų plokščiųjų viršūnės kampų, kuriuos sudaro tos briaunos, du lygūs 
459, o trečias — 60%. Raskite piramidės tūrį. 

Piramidės pagrindas yra stačiakampis, kurio plotas lygus 1 т2. Dvi 
šoninės sienos statmenos pagrindo plokštumai, kitos dvi pasvirusios į 
ją 30? ir 60? kampu. Raskite piramidės tūrį. 

Taisyklingosios šešiakampės piramidės tūris lygus 6645 ст, о 
pagrindo kraštinė lygi 2 cm. Raskite piramidės aukštinę. 

Stačiakampio gretasienio matmenys yra 
3x3x4. Raskite: 

a) įstrižainės AR ilgį, 

b) trikampio ASR mažiausiojo kampo dydį, 
с) trikampio ASC plotą, 

d) keturkampės piramidės, kurios 


pagrindas yra keturkampio BCRQ, o 
viršūnė taške P, tūrį. 


Piramidės pagrindas — stačiakampis, kurio plotas S. Dvi šoninės sienos 
statmenos pagrindo plokštumai, o kitos dvi pasvirusios į ją 30° ir 60° 
kampu. Raskite piramidės tūrį. 


Keturkampės piramidės SABCD pagrindas yra lygiagretainis ABCD. 
Per briauną AB ir briaunos SC vidurio tašką M išvesta plokštuma. 
Gautasis pjūvis dalo pagrindą į dvi dalis. Raskite šių dalių tūrių santykį. 
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Taisyklingosios keturkampės piramidės pagrindo įstrižainių ir šoninių 
briaunų ilgiai lygūs 3. Raskite piramidės tūrį. 


Taisyklingosios keturkampės piramidės pagrindo plotas lygus 9, o 
plokščias kampas prie pagrindo a. Raskite piramidės tūrį, kai 


: 4 

sina = ——. 

47 
Apskaičiuokite taisyklingosios keturkampės piramidės tūrį, jei jos viso 
paviršiaus plotas 1440 dm), o aukštinės ir pagrindo kraštinės ilgiai 
sutinka kaip 6 : 5. 
Taisyklingosios trikampės piramidės plokščiasis kampas prie viršūnės 
609, o apskritimo, apibrėžto apie šoninę sieną, spindulys R. Raskite 
piramidės tūrį. 
Taisyklingosios keturkampės piramidės plokščiasis kampas prie 
viršūnės 60°, o į šoninę sieną įbrėžto apskritimo spindulys lygus r. 
Apskaičiuokite piramidės tūrį. 
Piramidės pagrindas yra kvadratas, kurio kraštinė lygi a. Jos aukštinė 
lygi A ir eina per pagrindo centrą. Apskaičiuokite piramidės šoninio 
paviršiaus plotą. 


Taisyklingosios trikampės piramidės šoninio paviršiaus plotas 5 kartus 
didesnis už pagrindo plotą. Raskite plokščiojo viršūnės kampo 
kotangentą. 

Taisyklingosios šešiakampės piramidės šoninio paviršiaus plotas 7 
kartus didesnis už pagrindo plotą. Raskite plokščiojo viršūnės kampo 
tangentą. 


91. Taisyklingosios trikampės piramidės briauna yra tam tikro pastovaus 
ilgio ir su pagrindo plokštuma sudaro kampą а. Su kuria а reikšme 
piramidės tūris yra didžiausias? 

92. Taisyklingosios keturkampės nupjautinės piramidės pagrindų kraštinės 
lygios 56 cm ir 24 cm, o aukštinė — 12 cm. Apskaičiuokite apotemos 
ilgį. 

93. Taisyklingosios keturkampės nupjautinės — 
piramidės šoninė briauna lygi 9m, o 
pagrindų kraštinės — 2m ir 10 m. š 
Apskaičiuokite nupjautinės piramidės: 

a) aukštinės ilgį, (0 
b) tūrį. T 
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Taisyklingosios keturkampės nupjautinés piramidės pagrindų kraštinės 
yra 18 ст іг 8 cm, o aukštinė lygi 12 cm. Apskaičiuokite piramidės 
paviršiaus plotą. 


Taisyklingosios keturkampės nupjautinės 
piramidės šoninio paviršiaus plotas 
dvigubai mažesnis už viso paviršiaus plotą. 
Apskaičiuokite: 

a) piramidės aukštinę, jeigu jos pagrindų 
kraštinės lygios 6 dm ir 12 dm, 

b) dvisienio kampo prie pagrindo kosinusą. iš 


Taisyklingosios trikampės  nupjautinės 
piramidės šoninė briauna lygi 4m ir 
pasvirusi į pagrindo plokštumą 60? kampu. 
Apskaičiuokite piramidės tūrį, jeigu apie 
mažesnįjį pagrindą apibrėžto apskritimo 
spindulys lygus 1 m. 


Taisyklingoji trikampė piramidė, kurios 
pagrindo briauna lygi 6cm, o aukštinė 
9cm, perkirsta plokštuma, lygiagrečia 
pagrindo plokštumai ir nuo viršūnės 
nutolusia 6 cm. Apskaičiuokite: A 

a) piramidės ABCD tūrį, C 
b) nupjautinés piramidės ABCA,B,C, tūrį. 


Taisyklingosios nupjautinės šešiakampės piramidės pagrindų kraštinės 
lygios 4 cm ir 2 cm, aukštinė — 1 cm. Apskaičiuokite piramidės: 

a) šoninio paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 

Taisyklingosios nupjautinės keturkampės piramidės tūris 430 cm“, 


aukštinė 10 cm, o vieno pagrindo kraštinė 8 cm. Raskite kito pagrindo 
kraštinę. 


100. Nupjautinės piramidės pagrindų plotų skirtumas 6 cm, aukštinė 9 cm, o 


tūris 42 cm. Raskite pagrindų plotus. 


101. Taisyklingosios keturkampės nupjautinės piramidės pagrindų ir 


aukštinės ilgiai sutinka kaip 7:4:2. Apskaičiuokite nupjautinės 
era viso paviršiaus plotą, jei šoninio paviršiaus plotas lygus 
110 dm“. 
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3 skyrius. Sukiniai 


3.1. Trumpa teorinė medžiaga 


Erdviniai kūnai, kuriuos gauname sukdami plokštumos figūrą apie 
pasirinktą tiesę, vadinami sukiniais, o pasirinktoji tiesė — sukimosi ašimi. 


= Ritinys 
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Kūnas, gautas stačiakampį sukant apie ašį, 
kurioje yra jo kraštinė, vadinamas ritiniu. 
Cilindrinis paviršius vadinamas ritinio šoniniu 
paviršiumi, o skrituliai — ritinio pagrindais. 
Pagrindo spindulys vadinamas ritinio spinduliu. 
Atkarpa 4AA,, statmena pagrindams ir jungianti 
du pagrindų taškus А ir А), vadinama ritinio 
sudaromąja. Ritinio visos sudaromosios 
lygiagrečios ir lygios. Sudaromosios ilgis 
vadinamas ritinio aukštine. Tiesė ОО, 
vadinama ritinio ašimi. 


Ašinis pjūvis gaunamas ritinį perkirtus 
plokštuma, einančia per ritinio ašį. Pjūvis yra 


stačiakampis, kurio dvi kraštinės - ritinio 
sudaromosios, o kitos dvi — ritinio pagrindų 
skersmenys. 


Ašinio pjūvio plotas apskaičiuojamas pagal 


formulę: 


čia r — pagrindo spindulys, H — aukštinė. 


Pjūvis, gautas ritinį perkirtus plokštuma 
(kertamoji plokštuma), statmena ritinio ašiai, 
yra skritulys. Jo plotas 

Ritinio ašiai statmena kertamoji plokštuma y 
nuo nagrinėjamo ritinio nukerta kūną, kuris taip 
pat yra ritinys. To ritinio pagrindai yra du 
skrituliai, kurių vienas yra nagrinėjamasis 
pjūvis. 


Ritinio, kurio aukštinė H ir spindulys r šoninio paviršiaus išklotinė 


pavaizduota paveiksle. 


| Matome, kad šoninio paviršiaus išklotinė yra stačiakampis 4ВВ 41, 
kurio ilgis 2лғ,о plotis H. Sio stačiakampio plotas lygus 2л/Н. 


Ritinio šoninio paviršiaus plotu laikomas jo šoninio paviršiaus 


išklotinės plotas. 


Ritinio šoninio paviršiaus plotas. 


B B, 
H 
4 A, 
2nr 


$,, = 2nrH. 


Visa ritinio išklotinė pavaizduota 
paveiksle. 


Ritinio paviršiaus plotu 
laikomas jo išklotinės plotas, t.y. 
stačiakampio ir dviejų skritulių 
plotų suma. 

Kadangi stačiakampio plotas 
lygus 2nrH , o skritulio plotas 
zR’, tai ritinio paviršiaus 
plotas 


S, = 2nrH +2nr*,| arba |5, = 2nr(H +r). 
Ritinio paviršiaus plotą galima ir taip apibrėžti 
5,5, +2S u: 
čia [Sm = rr] ritinio pagrindo plotas. 


Ritinio tūris lygus pagrindo ploto ir aukštinės sandaugai: 
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ч" Kūgis 


Kūnas, gautas statųjį trikampį sukant apie ašį, kurioje yra statinis, 


vadinamas kūgiu. 
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Kūginis paviršius vadinamas kūgio šoniniu 
paviršiumi, o skritulys — kūgio pagrindu. 
Taškas S vadinamas kūgio viršūne. Atkarpa, 
jungianti kūgio viršūnę su bet kuriuo pagrindo 
krašto (apskritimo) tašku, vadinama kūgio 
sudaromąja. Paveiksle pavaizduoto kūgio 
atkarpos SA ir SB yra jo sudaromosios. Kūgio 
sudaromoji žymima raide /. Visos kūgio 
sudaromosios lygios. Tiesė SO, einanti per 
pagrindo centrą O ir viršūnę S, vadinama kūgio 
ašimi. Kūgio ašis yra statmena pagrindo 
plokštumai. Atkarpa SO vadinama kūgio 
aukštine. 


Ašinis pjūvis gaunamas kūgį perkirtus 
plokštuma, einančia per kūgio ašį. Ašinis pjūvis 
yra lygiašonis trikampis, kurio pagrindas — 
kūgio pagrindo skersmuo, o šoninės kraštinės — 
kūgio sudaromosios. 

Ašinio pjūvio plotas apskaičiuojamas 
remiantis formule čia r - kūgio 
pagrindo spindulys, H — kūgio aukštinė. 

Jei kūgį kerta plokštuma, statmena kūgio ašiai 
OS, tai kūgio pjūvis yra skritulys, kurio centras 
O, yra kūgio ašyje, o spindulys yra А). Pjüvio 
atstumas iki kūgio viršūnės yra atkarpos SO, 
ilgis. Atkarpa SO, yra mažesniojo kūgio, kurį 
atkerta nuo duotojo kūgio kertamoji plokštuma 
a, aukštinė. Kadangi statieji trikampiai SOM ir 
SO,M, panašūs (turi po lygų kampą prie 


SO, R 50 
iršūnės 5), tai —- - —. Iš а|л =— r 
viršūnės S), tai ç а {л 50 


čia SO — kūgio aukštinė. 


Kūgio šoninio paviršiaus išklotinė yra skritulio išpjova; skritulio 
spindulys lygus kūgio sudaromajai /, o išpjovos lanko ilgis - kūgio 
pagrindo apskritimo ilgiui. 
| Kūgio šoninio paviršiaus plotu laikomas jo šoninio paviršiaus 
išklotinės plotas. 


S 
A А, 
"sp, 
B d 


Kūgio šonini 
TI? 
= — BÀ, 


^" 360 


Kūgio šoninio paviršiaus plotas lygus pagrindo apskritimo ilgio C ir 
sudaromosios / sandaugos pusei: 


Kūgio viso paviršiaus išklotinę sudaro skritulio išpjova ir skritulys. 


ACB 


Kūgio paviršiaus plotas 


aba [57727] 


Kūgio tūris lygus jo pagrindo ploto ir aukštinės sandaugos trečdaliui: 


о paviršiaus plotas 


čia а- lanko ABA, didumas. 


== 
3 


337 


= Nupjautinis kūgis 


Jei kūgį perkirsime plokštuma, lygiagrečia 
pagrindo plokštumai, tai gausime du sukinius. 
Vienas jų yra kūgis, o kitas — nupjautinis 
kūgis. 

Pradinio kūgio, atkirsto kūgio ir nupjautinio 
kūgio šoninių paviršių plotai susiję I bėmis: 


Sfera vadinamas paviršius, sudarytas iš visų 
erdvės taškų, vienodai nutolusių nuo vieno 
taško. 


Tas taškas vadinamas sferos centru, o minėtas 
atstumas — sferos spinduliu. 


Paveiks]e pavaizduotas sferos centras yra taškas 
O, o spindulys lygus R. 


čia k = 2 = 54 S — pradinio kūgio, S, — Atkarpa, jungianti du sferos taškus ir einanti per 

1 Ж, Ж ТН A jos centrą, vadinama sferos skersmeniu (AB). 
atkirsto kūgio, Sm». - nupjautinio kūgio šoninio Sferos skersmuo yra atkarpa AB = 2R. 
paviršiaus plotai. 


Pradinio kūgio, atkirsto kūgio ir nupjautinio kūgio tūriai susiję 
lygybėmis: 


čia V — pradinio kūgio, V, — atkirsto kūgio, Vis; — nupjautinio kūgio 
tūriai. 


Sferą galime gauti pusapskritimį apsukus apie 
jo skersmenį. 


Paveiksle pavaizduota sfera, gauta pusapskri- 
timį apsukus apie skersmenį AB. 


Nupjautinį kūgį galima gauti stačiąją trapeciją 
sukant apie jos pagrindams statmeną šoninę 
kraštinę. Nupjautinio kūgio šoninį paviršių 
brėžia kraštinė 441. 

Atkarpa АА, vadinama nupjautinio kūgio 
sudaromąja (žymima /). Pagrindus brėžia 
atkarpos OA, ir O. A. 

Atkarpa, jungianti nupjautinio kūgio pagrindų 
centrus O ir O,, vadinama nupjautinio kūgio 
aukštine (žymima H). 


Nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotas 


Plokštuma, kuri su sfera turi tik vieną bendrą 
tašką, vadinama sferos liečiamąja plokštuma, 


o jų bendras taškas — plokštumos ir sferos 
lietimosi tašku. 


Paveiksle pavaizduota sferos, kurios centras O 
ir spindulys R, liečiamoji plokštuma a. 
Sferos liečiamosios plokštumos savybė: 


Sferos spindulys, išvestas į sferos ir plokštumos 
lietimosi tašką, statmenas liečiamajai plokš- 
tumai. 

S. -rlrn) čia r ir r, — pagrindų spinduliai, / – sudaromoji. OA=R,OAla. 


nupj 


P. . е Jei sferos spindulys R, tai sferos paviršiaus plotas apskaičiuojamas 
Nupjautinio kūgio tūris pagal formulę: Қ } 


nupj 


čia r, r, — pagrindų spinduliai, o H — aukštinė. 
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= Rutulys 


Rutulys ir jo dalys 


Kūnas, kurį riboja sfera, vadinamas rutuliu. 
Taigi rutulį, kurio spindulys yra R ir centras O, 
sudaro visi erdvės taškai, kurie nuo taško O 
nutolę per atstumą, ne didesnį už R (įskaitant ir 
tašką O). 

Rutulio R, tūris apskaičiuojamas taikant 


formulę: 
3 


čia R — rutulio spindulys 


Rutulio nuopjova vadinama rutulio dalis, kurią 
nuo jo nukerta kuri nors plokštuma. 


Paveiksle rutulį kertanti plokštuma а eina per 
tašką B ir rutulį padalija į dvi rutulio nuopjovas. 
Pjūvio skritulys vadinamas kiekvienos tų 
nuopjovų pagrindu, o kertamajai plokštumai 
statmeno skersmens AC atkarpų AB ir BC ilgiai 
vadinami atitinkamų rutulio nuopjovų 


Вр = ғ, ОР = В, АВ = aukštinėmis. 


Rutulio nuopjovos paviršiaus plotas 


S = 2nRh, 


čia R — rutulio spindulys, h — nuopjovos aukštinė (АВ = А). 


Rutulio nuopjovos tūris 


rs (r-a) y = nlp 3r), 


čia R — rutulio spindulys, 
h — nuopjovos aukštinė (4B = A), 
r — nuopjovos pagrindo spindulys (BD = r). 
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ч" Rutulio sluoksnis 


Rutulio sluoksniu vadinama rutulio dalis, esanti tarp dviejų lygiagrečių 
kertamųjų plokštumų. 
Skrituliai, kurie gaunami lygiagrečiomis 
plokštumomis perkirtus rutulį, vadinami 
rutulio sluoksnio pagrindais, o atstumas tarp 
tų plokštumų - rutulio sluoksnio aukštine. 


Jei rutulio spindulys R, rutulio sluoksnio 
aukštinė A (paveiksle MN — h), apatinio 
pagrindo spindulys ғ”; (BN= r), viršutinio 
pagrindo spindulys r, (4АМ= т), rutulio 
sluoksnio paviršiaus plotas S, o tūris V, tai 


Rutulio sluoksnio tūrį galima apskaičiuoti kaip dviejų rutulio nuopjovų 
tūrių skirtumą. Paveiksle pavaizduoto rutulio sluoksnio tūris lygus rutulio 
nuopjovų, kurių aukštinės NC ir MC tūrių skirtumui. Jeigu duoti rutulio 
sluoksnio pagrindų spinduliai r, ir ғ bei rutulio spindulys R, tai rutulio 
sluoksnio tūrį galima rasti ir tokiu būdu: 


Э 


Rutulio sluoksnis 


1. Randame rutulio tūrį V, = іле; čia R = OA = OB - rutulio spindulys. 
2. Randame rutulio nuopjovos, kurios aukštinė yra hı = MC, o pagrindo 
spindulys r, = AM tūrį Vi: V. = (к -3А) Rasime nuopjovos aukstine 
hı. Turime: 4; = OC— OM = R - OM. 


Bet OM = 40° — AM? = JR? – к? (iš stataus trikampio AOM), todėl 
h =R- JR: -— n. 


3. Analogiškai randame rutulio nuopjovos, kurios aukštinė yra h; = ND, o 
š А ч 1 
pagrindo spindulys ғ = BN tūrį Vz: V, = (в 73 ) Randame nuopjovos 


aukštinę hz. Turime: h;= OD- ON = R - ON. Bet 


ON - JOB! - BN? - 4R'-r (iš stataus trikampio BON), todėl 
h, = R- JR? -nH. 


4. Ieškomasis rutulio sluoksnio tūris lygus V, =V. — (V, + V,) 
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S“ Rutulio išpjova 


Rutulio išpjova vadinama rutulio dalis, apribota rutulio nuopjovos 
MCBDA rutuliniu paviršiumi ir kūginiu paviršiumi OMCBD, kurio 
pagrindas yra nuopjovos pagrindas MCBD, o viršūnė — rutulio centras. 


„= - 


Rutulio išpjovą galima gauti skritulio išpjovą 
AOB, kurios kampas mažesnis už 909, apsukus 
apie teisę, einančią per vieną skritulio išpjovą 
ribojančių spindulių (paveiksle apie 
spindulį OA). 


Rutulio išpjovos paviršiaus plotas 
Sap = Dod 22 S pa. 


čia Snop — rutulio nuopjovos paviršiaus plotas, 
Sk, — kūgio šoninio paviršiaus plotas. 


b 
< Z 


M PB čia R = OB = OM - rutulio spindulys, 
R R r = NB = NM - rutulio nuopjovos pagrindo 
О spindulys, 


h = AN — rutulio nuopjovos aukštinė. 


Rutulio išpjovos tūris: 


V - dtk, 
3 


čia R — rutulio spindulys, A — rutulio nuopjovos aukštinė (AN = А). 
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3.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


Ritinio ašiai lygiagreti plokštuma nuo pagrindo apskritimo atkerta 120" 
lanką. Ritinio ašis lygi 14 cm, jos atstumas nuo kertančios plokštumos 


6 cm. Apskaičiuokite: 
a) pjūvio plotą, 
b) ritinio paviršiaus plotą. 


Duota: UAB -1209, OO, =14cm, OC =6cm. 
Rasti: a) 5, b) S. 

Sprendimas. 
1. Randame kampą АОВ. 
Kampas AOB yra centrinis kampas ir lygus 
lanko, i kurį remiasi  didumui, бу. 
“АОВ = ӘАВ = 120°. 
2. Randame styga AB. 
А AOB yra lygiašonis, todėl atkarpa ОС yra ir 
jo aukštinė, ir pusiaukampinė, ir pusiaukraštinė. 
Vadinasi, ZAOC = 60°, о AB = 2AC. 


Q Iš stačiojo A ACO randame AC: 
227 М АС = ОС -tgAOC, AC = 6. tg60° = 64/3 ст. 
i 120° Vadinasi, АВ = 2.643 = 1243 ст. 


3. Randame pjūvio 44,B,B plotą $„. 


Pjūvis 44,B,B yra stačiakampis, todėl jo plotas S jimo = AA, АВ. 
Kadangi AA, = OO,, tai S, 14-1243 - 16843 cm". 


4. Išstačiojo A ACO randame ritinio pagrindo spindulį OA: 


OC 6 


ОА = ————, ОА = =12 ст. 
соѕ АОС соѕ 60° ES 


1 
2 


5. Randame ritinio paviršiaus plotą S: 


S-2nR(R-H) — S=2mx-12(12+14)= 24 cm. 


Atsakymas. а) 1683 cm? , b) 624 cm“. 
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2. Ritinio ašinio pjūvio plotas 280 cm“, o pagrindo plotas — 491 cm“. 


Apskaičiuokite ritinio paviršiaus plotą. 


Duota: S, = 280 cm°, Spp = 497 cm“. 
Rasti: S. 

Sprendimas. 
1. Randame ritinio pagrindo spindulį R. 
S, =nR*, R° - ==, R = 7 cm. 
2. Randame ritinio aukštinę A44, = Н. 


Ašinis pjūvis 44,B,B yra stačiakampis, todėl 
jo plotas S, = AA, - AB -2R-H, 


Iš šios lygybės randame ritinio aukštinę: H = 2R Hz 200 = 20 cm. 


R 14 


3. Randame ritinio paviršiaus plotą: 
=2nR(R+H), S=2n-7-(7+20)=378n cm". 
Atsakymas. 3787 ст”. 


Ritinio aukštinė 10 cm ilgesnė už pagrindo spindulį, o paviršiaus plotas 
lygus 1442 ст’. Apskaičiuokite: 
a) ašinio pjūvio plotą, 
b) tūrį. 
Duota: 5 -144лст?, Н = R410. 
Rasti: a) Sj, b) V. 
Sprendimas. 

1. Randame pagrindo spindulį R ir ritinio 
aukštinę H. Kadangi ritinio paviršiaus plotas 
apskaičiuojamas pagal formulę 
S - 2xR(R +H), tai, įstatę S -144л, gauname 
144n = 2xR(R + Н), arba R(R + H)= 72. 

Kadangi H = R +10, tai R(2R +10)= 72. Išsprendę šią lygtį, randame, 
kad R=4cm (R=-10 netinka). Vadinasi, H = 4 + 10 = 14 cm. 


2. Randame ašinio pjūvio plotą: 5, -2RH, S,=2-4-14=112 ст’. 
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Randame ritinio tūrį: 
И =пЕН, V=n-4'-14= 2241 cm". 


Atsakymas. a) 112 cm? , b) 2241 cm“. 


Ritinio paviršiaus plotas lygus 1052 ст”, o šoninio paviršiaus plotas — 
80x cm". Apskaičiuokite: 


a) ritinio tūrį, 
b) ašinio pjūvio plotą. 


Duota: S = 105r cm, 8, = 80r cm“. 
Rasti: a) V, b) Sy. 

Sprendimas. 
1. Randame ritinio pagrindo spindulį R. 
Iš ritinio paviršiaus ploto formulės 


S= Son -2S,,.reibke S, 


pagr? 


S-S S 
TES 
randame, kad S gna m 
2 2 
Kadangi ritinio pagrindo plotas 5, = лА?, tai R = |=. 
T 
= 5 -a ES 
E cg 

ees ritinio AR H. 
Kadangi šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal formule 


5, = 2xRH, ti H = Ši, Т, те. as ЈИЕ УЛА 


NEL Emu 
2 


Randame ritinio türj V: 

V-aR"SH, И-п. (2). 8/2 -100 2n cm’. 
Randame ašinio pjūvio plotą S: 

$,-2R-H, $,-2. z 84/2 = 80 cm’. 


Atsakymas. а) 1004/27 cm! , b) 80 cm“. 
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Stačiakampis, kurio viena kraštinė 2 dm ilgesnė už kitą, o plotas lygus 
24 dm", sukamas apie ilgesniąją kraštinę. Apskaičiuokite gauto sukinio: 
a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


Duota: 44 - AO = 2 dm, S,„„„= 24 йт’. 
Rasti: a) S, b) V. 

Sprendimas. 
1. Randame stačiakampio kraštines. 
Sakykime, kad AO = x. Tada AA, = x +2. 
Kadangi 5 = AA, - AO, tai (x + 2)x = 24. 
Išsprendę šią lygtį, gauname x=4 (x--6 
netinka). Vadinasi, 40 =4 dm, о AA, = 6 dm. 
Randame sukinio paviršiaus plotą S: 
S =4nR(R+ R), R = AO =4 dm, 
Н = AA, =6dm, S = 2п:4.(4+6)= 801 dm". 
Randame ritinio tūrį V: 
V =nR?°-H, V =n-47-6 = 961 dm". 


Atsakymas. a) 801 dm“ , b) 967 dm’. 


Ritinio paviršiaus plotas lygus 547 cm“, jo spindulys R cm, kai 
Re р; 4]. Raskite didžiausią ritinio tūrio reikšmę. 


Duota: S -54лсті, Re Ë; 4]. 
Rasti: Vmax- 
Sprendimas. 
Ritinio tūris V = xR'H. 
Iš ritinio paviršiaus formulės 5 = 2nR(R + H) 
išreiškiame Н: 
H= S -2nR! He 54r – 27А? к 20Q7 - R°) _ 27-R 
21R 2nR 2nR R 
Gautą išraišką įstatome į tūrio formulę: 


V -{27 | KR(27 - R?)= n(27R — R°). 


Randame kritinius taškus: 

V'=0, V'=n(27R— R?) = п(27 -3R7), 

"(27 - з?) 0. Išsprendę šią lygtį, randame, kad А =3 
(R = —3 netinka). 


Randame türio reikšmes kritiniame taške ir duoto intervalo р; 4] 
galuose. 


Kai R =3, tai И(3)= 3л(27 — 32 )= 547. 

Kai R =2, tai V(2)= 2n(27 -2*)= 467. 

Kai R= 4, tai V(4) = 4n(27 — 4^)- 44. 

Matome, kad ritinio tūris didžiausias ir lygus 54r cm, kai R = 3 cm. 
Atsakymas. Ritinio tūris įgyja didžiausią 
reikšmę, lygią 54x ст’, kai R = 3 ст. 


Iš lakštinio metalo reikia pagaminti atvirą ritinio formos baką, kurio 
tūris būtų lygus 8 m°. Koks turi būti bako pagrindo spindulys R ir kokia 
aukštinė H, kad šio bako gamybai būtų sunaudota mažiausiai lakštinio 
metalo. 


Sprendimas. 


Bako paviršiaus plotas be viršutinio pagrindo randamas iš formulės: 
S -2nR- H +1R'. 

Iš tūrio formulės V = 1R*H išreiškiame Н: 
e 

Gautą išraišką įstatome į ritinio paviršiaus ploto formulę: 
S=21R--Š 


2 


£x? -19 Lue 
R 
Randame funkcijos S(R) kritinius taškus: 


, 3 
s()- [eene -- EIE, 28-14-0, zu S o. 


Išsprendę šią lygtį, randame, kad funkcijos S(R) kritinis taškas уга 
R= = Įrodome, kad šis taškas yra funkcijos S(R) minimumo taškas. 
T 
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min 


Kai R=], tai $'(1)- 22-16, ty. S'()«0. СҮ 


2 
Kai R-2 tai sQ)-4n-& ty. $Q)»o. ° go F 


Funkcijos S(R) išvestinė S'(R) pereidama per kritinį tašką R = = keičia 
T 


ženklą iš minuso į pliusą. Vadinasi, šis taškas yra funkcijos S(R) minimumo 


taškas (А. = = ) ir šiame taške funkcija S(R) įgyja mažiausią reikšmę. 
T 


8 8 2 
Randame ritinio aukštinę H: Н = —————--——--—— 
| 2 | An Ул 
T — 
Үл 
Bako gamybai bus sunaudota mažiausiai lakštinio metalo, kai 


Atsakymas. R= H = а 


Ve cm. 


Per kūgio viršūnę eina plokštuma, kuri nuo pagrindo apskritimo atkerta 
60? kampą, o su pagrindo plokštuma sudaro 45? kampą. Kūgio aukštinė 
18 cm. Apskaičiuokite: 


a) kūgio šoninio paviršiaus plotą, 
b) pjūvio plotą. 


Duota: UAB = 60°, ZOCS = 45°, SO = 18 ст. 
Rasti: a) Sen  b)S, 
Sprendimas. 

1. I$ A SOC randame OC ir SC. 

ZOCS = ZOSC = 45°, todėl А SOC уга 
lygiašonis. 
Vadinasi, SO = OC, t.y. OC =18 cm. 
Atkarpa SC yra pjūvio ASB aukštinė. 


S У = 

N sin OCS sin45° 42 
B 

% 2. 


Iš А АОС randame spindulį OA ir AC. 
A 
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балы. dee io LINE E 


Kadangi /АОВ уга centrinis kampas, kuris remiasi | lanka АВ ir 
UAB = 60°, tai ZAOB=60“. А АОВ уга lygiašonis, be to, ОС yra 
А АОВ іг pusiaukampiné, ir pusiaukraštinė, ir aukštinė. Vadinasi, 


o 
£ 2 ty. ZAOC = 97—30° 


LZ АОС = 


OC 18 18.2 


ОА = — — ОА = =—= -12У3 ст, R = 1243 ст. 
соѕ АОС соѕ30° 3 “З em VS от 


AC = ОС .tgAOC, AC =18:1930° = Hos = 643 ст. 


Kadangi AB = 2. АС, tai AB 22-643 -1243 cm. 


3. Iš stačiojo А ASC, taikydami Pitagoro teoremą, randame kūgio 
sudaromąją SA: 


SA? = AC? «SC, SP =(6/з] 842) -76, 54-621 em. 
4. Randame kūgio šoninio paviršiaus plotą Sj: 
5, = nRI, 8, =n- 643 -6421 = 10872 cm’. 
5. Randame pjūvio ASB plotą: 
_ АВ:5С 1243 1842 
2 


AASB 2 , 6, 


= 1084 6n cm. 
Atsakymas. a) 10847z cm! , b) 1084 6r. ст. 


Kūgio aukštinė lygi 6 cm, kampas tarp aukštinės ir sudaromosios — 60°. 
Per dvi viena kitai statmenas sudaromąsias išvestas pjūvis. 
Apskaičiuokite: 

a) pjūvio plotą, 

b) kūgio šoninio paviršiaus plotą, 

с) kūgio tūrį. 


Duota: AS L SB, SO = 6 cm, ZASO = 60°. 
Rasti: a) Sy, b) So, СУР. 

Sprendimas. 
1.18 A AOS randame kügio sudaromaja SA ir 
pagrindo spindulį 40. 
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SO 6 6 

ш-----, AS- = — =12 ст. 
2 cos ASO соѕ60° 1 
2 


AO = SO-tg60*, AO = 643 cm. 
2. Randame pjüvio ASB aukstine SC ir styga AB. | 
Kadangi AS LSB ir 45 = 5В, tai А ASB yra statusis lygiašonis 
trikampis. Galime taikyti Pitagoro teoremą: 
АВ? - 248^, AB = 12402 ст. 
Iš stačiojo A ACS, taikydami Pitagoro teoremą, randame SC: 
SC? = AS? — AC, SC? =123 —(6/2] =72, SC = 642 cm. 
3. Randame pjūvio ASB plotą 5,: 
s „AB-SC 1242 -642 
ñ 2 


pj 


= 72 cm". 


T 


4. Randame kūgio šoninio paviršiaus plotą Sson: 
S, =лЕ, S, =T- 643 -12 = 72437 cm". 
5. Randame kūgio tūrį V: 
y =+" -H, = Ža (645) .6 = 2162 cm". 


Atsakymas. а) 72 cm“ , b) 12437 cm! , c) 2162 ст. 


„Kūgio ašinio pjūvio plotas lygus 6 cm^, o kūgio pagrindo plotas — 
8 cm?. Apskaičiuokite kūgio tūrį. 


Duota: 5, = бст", Spy -8 cm". 
Rasti: V. 

Sprendimas. 
1. Randame kūgio pagrindo spindulį R. 


2 


Iš kūgio pagrindo ploto formulės $,, — TR, 


randame pa Эге, R= 8 NL. 
n т Jr 


2. Randame kūgio aukštinę H. 


ак аа 


Kadangi kūgio ašinis pjūvis S, = К.Н, (аі Н = 25 TE 
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3. Randame kūgio tūrį V: 


2 
1 1 8) 3Ул 
V -—nR.H, V =—m- B NE R CP, 
3 | J Ni 2r ст 


Atsakymas. 44/27 cm’. 


2) d 64 MATE 
. Kügio türis lygus Ее cm", о kampas prie ašinio pjūvio viršūnės – 90°. 


Apskaičiuokite kūgio paviršiaus plotą. 


Duota: V = = ст”, ZASB = 90°. 
Rasti: S. 

Sprendimas. 
1. Randame pagrindo spindulį R ir aukštinę Н. 
Trikampis ASB уга statusis lygiašonis 
trikampis, todėl atkarpa SO yra jo aukštinė, 
pusiaukampinė ir pusiaukraštinė. 
Vadinasi, ZASO = 45° іг ZSAO = 45“, 
Taigi A AOS уга statusis lygiašonis. Todėl 40 = OS, t.y. R = H. 
Iš tūrio formulės V = Qn -Н- ле randame R: 


3V 
R? "d R° = 64, R =4 cm. Vadinasi, Н = 4 cm. 


2. Išstačiojo A ASO randame kūgio sudaromaja /: 

Р =R +Н?, P =2R, [= 2.4 =32, 0-44 ст. 
3. Randame kūgio paviršiaus plotą S: 

5=пк(1+ К), 5-л-4(/2 +4)= 16n[V2 + \)ст?. 


Atsakymas. 16n[/2 + \)ст?. 


; Kügio šoninio paviršiaus išklotinė уга skritulio išpjova, kurios 
spindulys 9 cm, o ją ribojantis lankas lygus 120°. Apskaičiuokite kūgio: 
a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


Duota: Кы =9cm,U AB -1202. 
Rasti: a) S, Ы) V. 
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S 2 B Sprendimas. 
1. Randame išpjovos plotą Sij- | 
Kadangi į lanką remiasi išpjovos kampas, todėl 
ZASB = а = 120°. 
2 2. о 
£ EMO к 099 BU ya e. 
-" 3» * ғ 
2. Randame kūgio pagrindo spindulį R. 
Kadangi skritulio išpjovos spindulys lygus 
kūgio sudaromajai, o išpjovos plotas lygus 
kūgio šoninio paviršiaus plotui, tai 
S 271 


e 1 1 =L В-----3ст. 
5,, = КІ, iš čia, R "E 29 


А 120% 


Randame kūgio pagrindo plotą Spar: 
Su. б 20.3! 9n cm". 
Randame kūgio paviršiaus plotą S: 
2 
S = S ar + Šia 9595527 ADIPE - 
Iš stačiojo A 405 randame kūgio aukštinę H: 
H =P-R, Н!-9%-3%-7, Hc6[ ст. 
6. Randame kūgio tūrį V: 


Va! g, V «inea =18}2л ат? 
3 


Atsakymas. a) 367 cm“ , b) 184/27 ст. 


. Kūgio tūris 2407 cm, o jo sudaromosios ir pagrindo plokštumos 


sudaromo kampo tangentas lygus = Apskaičiuokite kūgio: 


a) paviršiaus plotą, 
b) ašinio pjūvio plotą. 


5 
Duota: V = 2401 ст’, tga = = 


Rasti: a) S, b) S. 

Sprendimas. 
1. Iš stačiojo A 405 randame pagrindo 
spindulį R ir aukštinę H (4O = R, SO = H). 
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Kadangi SO = AO- tga, tai 50= 2.8. Таірі H=ŽR 


Į kūgio tūrio formulę V -InH, įstatę H-TAR ir V -240л, 
gauname lygti Qe R = 2407, arba "R? -12'. Iš šios lygties 
randame, kad R =12 cm. Tada Н=2-12=5от 


2. Išstačiojo А А05 randame kūgio sudaromąją / (/ = AS): 
P =R? +Н?, | =12 & 5! 2169, І-13ст. 

3. Randame kūgio paviršiaus plotą S: 
S=nR(R+!), 8-л.12(12-:13)-300л cm". 

4. Randame ašinio pjūvio plotą 5,: 
S,-R.H,  S,=12-5=60cm'. 


Atsakymas. a) 300r cm! , b) 60 стг. 


14. Statusis trikampis, kurio statiniai 4842 cm ir 24 cm, sukamas apie 


tiesę, kurioje уга įžambinė. Apskaičiuokite gauto sukinio: 
a) paviršiaus plotą, 


Duota: AB =24cm, BC = 4842 cm. 
Rasti: a) S, b) V. 
Sprendimas. 

1. Randame sukinio pagrindo spindulį R. 
Trikampio ABC aukštinė BD yra sukinio 
pagrindo spindulys R. 
Randame trikampio ABC įžambinę AC: 
AC? = АВ + ВС?, АС? =24' «(a8 2] =5184, AC =72 ст. 
Sulyginę dviejų trikampio ABC ploto skaičiavimo formulių 

AB-BC . AC: BD 
S 2———— ir 


5- 


dešines puses, gauname lygybę 


AC: BD АВ-ВС 
2 2 
randame atkarpos BD ilgi: 


, arba AC: BD = AB. BC . Iš šios lygybės 
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Вр = A | вр = 239. 16 cm. Vadinasi, R = 1642 ст. 


Randame sukinio paviršiaus plotą S. 
Sukinį sudaro du kūgiai. Vieno kūgio sudaromoji AB = 24 ст, o kito 


sudaromoji BC=48/2 cm. Šie kūgiai turi bendrą pagrindą, kurio 
spindulys R = 1642 cm. Sukinio paviršiaus plotą galime apskaičiuoti 
taikydami formulę S = xR- AB + xR- BC = nR(AB + BC). 

Vadinasi, S = x-16/2(24 +4842)= 384 2a[242 +1)ст". 


Randame sukinio tūrį V. 
Sukinio tūrį rasime sudėję dviejų kūgių tūrius. Pirmojo kūgio aukštinė 
lygi AD, o antrojo — CD. 


V TIU AD «zn CD = LaR'(AD + CD) - ук - AC, ty. 


y = 11-01642) ‚72. =12288л cm". 


Atsakymas. a) 384/2л/0./2 + em" , b) 122881 ст’. 


. Stačiosios trapecijos trumpesnysis pagrindas ir ilgesnioji šoninė 
kraštinė lygūs 12 cm, o smailusis kampas — 60°. Trapecija apsukta apie 
tiesę, kurioje yra ilgesnysis pagrindas. Apskaičiuokite gauto sukinio: 

a) tūrį, 

b) paviršiaus plotą. 


Duota: BC = AB «12 ст, ZBAD = 60°. 
Rasti: V. 


Sprendimas. 
1.15 stačiojo А AEB randame trapecijos ABCD 
ilgesniji pagrindą AD ir aukštinę BE. 
AE = AB -cos ВАЕ, AE = АВ -cos 60°, 
AE - 12-7. = 6cn, AD =12+6=18 ст. 
BE = АВ -sin ВАЕ, ВЕ = AB -sin 60°, 


BE =12- ин 60°=12: Ê eS от. 
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. Kügio sudaromoji lygi 2043 cm. 


Randame sukinio tūrį V. 
Sukinį sudaro kūgis, kurio aukštinė Н, = AE = бст, ir ritinys, kurio 
aukštinė Н, = DE =12 cm. Kūgis ir ritinys turi bendrą pagrindą, 
kurio spindulys R = BE = 64/3 cm. 
Randame kūgio tūrį Иш: | 
1 
а= пЕ?.Н,, Vi zo 3) -6= 2162 ст. 
Randame ritinio tūrį Бс 
V. =zR2.H,, У, = 16/3) :12-1296л cm’. 
Vadinasi, sukinio tūris V = Vg Уш, ty. 
V = 2161. 41296n = 1512л cm. 
Randame sukinio paviršiaus plotą S. 
Sukinio paviršių sudaro kūgio šoninis paviršius ir ritinio šoninis 


paviršius su vienu pagrindo plotu. Randame kūgi EA i 
plotą 5;: P e kūgio šoninio paviršiaus 


S -nR., — SŠ =n- 643 -12 = T243n cm". 

Randame ritinio šoninio paviršiaus plotą $›: 

S,-2nR.H, 5, =2n-6/3-12 - 1444 3n. 

Randame ritinio pagrindo plotą Spg: 

S, ERR, 5, = (63) -m= 1082 cm", 

Vadinasi, sukinio paviršiaus plotas 

S=S, +S, +5, S-7243n414 3n +1087 = 2164/31 +1087 = 
=108л{2./3 +1) ст. 


Atsakymas. а) 15121 cm" , b) 10823 от. 


а) Kokia turi būti aukštinė, kad jo tūris būtų didžiausias? 
b) Apskaičiuokite didžiausią kūgio tūrio reikšmę. 


Sprendimas. 
Kūgio tūris apskaičiuojamas pagal formulę V = 1 «ЕН 
1 н 


Iš stačiojo A 405 randame kūgio pagrindo spindulį R? = /? — Н? 
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к" = oo.) - H: , R? =1200- A". 
Gautą R? reikšmę įstatę į kūgio tūrio formule, 
gauname: 

=н (1200 - H°) = 20200 - p°) 
Randame šios funkcijos kritinius taškus. 
Apskaičiuojame V“ ir sprendžiame lygtį V'=0: 


у'-[улйзоон -) = + 200 -3н?*)= (400 - B°) 
V'-0, n(400-H^)-0, Н? =400, H =20 (Н --20 netinka). 


Įrodome, kad ši H reikšmė уга maksimumo taškas intervale (о; 2045 ) 


max 


0 2 0/3 H 


Pasirenkame Н reikšmes iš intervalų (0; 20) ir (o; 20.3 ) 
Kai H =, tai V' (I) = n(400 — 1) =399x, ty. V'(1)» 0. 
kai H = 21, tai V'(21)= n(400 — 441)= —Iz, ty. V' (21) < 0. 


Vadinasi, H,, =20 ir su šia reikšme kūgio tūris įgyja didžiausią 


6 
reikšmę, t.y. V(20)= x -20(1200 - 20*)= DS cm? = zi dm’. 


16л 


Atsakymas. а) Н =20 cm, b) V = x ат’. 


4 cm. Apskaičiuokite nupjautinio kūgio: 
a) paviršiaus plotą, 
b) tūrį. 
Duota: r -3cm, = 6 cm, H = 4 cm. 
Rasti: a) S, b) V. 
Sprendimas. 

1. Randame kūgio sudaromosios / ilgį. 

Kadangi AC = AO, – ВО ir AC = 3 cm, ВС = OO, = 4 cm, 

tai iš stačiojo A ACB , taikydami Pitagoro teoremą, randame AB: 
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. Stačioji trapecija, kurios pagrindai 5cm ir 11cm, o ilgoji šoninė 


17. Nupjautinio kūgio pagrindų spinduliai lygūs 3 cm ir 6 cm, o aukstiné — 


АВ? = AC! + BC, AB! 23! 447 =25, 
AB = 5 cm, 1 = 5 ст. 

2. Randame kūgio šoninio paviršiaus plotą 5... 
Son 2 n(R er)-1, S,, = п(6+3).5 = 45x cm". 

3. Randame kūgio pagrindų plotus 5) ir S). 

S, = nR!, S, = п:6° = 36z cm", 


B O T 
S, = nr", S, = 1-3! = 9n cm". 
1 . "NC 
4. Randame nupjautinio kūgio paviršiaus 
plotą S: 
A C O, 5-85, +S, + S,, 5 = 90z cm°. 


Randame nupjautinio kügio türi V: 
A Ё 1 
4 =s 7H(R + +R:r), V =37-4-(36+9+3-6)= 842 cm’. 


Atsakymas. a) 90r cm? , b) 841 ст’. 


kraštinė — 10 cm, sukama apie ties ioj ioji 

iné m, €, kurioje yra trum iné 
krastiné. Apskaičiuokite gauto sukinio: NN 52227 
a) ašinio pjūvio plotą, 

b) šoninio paviršiaus plotą, 


Duota: BO = 5 cm, AO, =11 cm, AB =10 cm. 
Rasti: a) Sy, Ы) Sen, с) V. 
Sprendimas. 
E trapecijos 4О(ОВ aukštinę ОО). 
AE = AO, - BO, ty. АЕ-11-5-6ст, 
B О tai i$ stačiojo А AEB, taikydami Pitagoro 
teorema, randame BE: 
ВЕ? = AB! - AE", 
ВЕ? =10° -6° =64, BE = 8 cm. 
E O, Vadinasi, OO,- BE = 8 cm. 
2. Randame kūgio ašinio pjūvio plotą S;: 
y 7 (R*r) Н, S,=(11+5)-8 = 128 cm". 
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3. Randame nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotą Si: 
S. - (Rr). S. = n(11+5)-10 = 1602 cm". 


4. Randame nupjautinio kūgio tūrį V: 
2 iu +r°+R-r), V = л°821+25+11-5)=536л cm’. 


Atsakymas. a) 128 cm! , b) 1601 cm? , c) 5362 cm’. 


. Nupjautinio kūgio pagrindų spinduliai 12 cm ir 20 ст, o aukštinė 6 ст. 
Apskaičiuokite nupjautinio kūgio: 


a) tūrį, 
b) šoninio paviršiaus plotą. 


Duota: r =12 cm, R = 20 cm, H = 6 cm. 
Rasti: a) V, Б) Sion: 

Sprendimas. 
Nupjautinio kügio türj ir šoninio paviršiaus 
plotą rasime sekančiu būdu. 
Nupjautinį kūgį papildome iki pilno kūgio. 
Sakykime, kad SO = x. 
Тада SO, = SO + OO, = х +6. 


SO, AO е = 
Kadangi A SAO ~ А SBO, tai — = —. Galime sudaryti lygt 
adangi 1 1 SO BO aryti lygtį 


P a > kuria išsprende randame, kad x = 9 cm. 
x 


Taigi SO =9 cm. Tada SO, =9+6=15 cm. 


Kügio türis y =+": 40} .SO, t.y. V =+ r20? -15 = 20002 em, 


o atkirsto kügio türis V, = Tn: BO? .50, V. = 1” :9-432лст!, 
Tada nupjautinio kūgio tūris РУ, =V —V, . Kadangi V = 20001 ст”, о 
V, =432n cm? , tai V. „ = 2000r — 4321 = 15687 ст’. 
Iš stačiojo A SAO, , taikydami Pitagoro teoremą, randame AS: 
AS? = AO? + SO), AS“ = 207 +15* = 625, AS = 25 ст. 
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Randame kūgio šoninio paviršiaus plotą Sen: 
Seon =T: AO,- AS, ty. 8, —n-20-25 = 5007 cm. 
Randame nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotą Sny: 
k'-1 
S (Ext). алад dO 
SO BO 
; 5 215 У T 
Kadangi k = 3' о kūgio šoninio paviršiaus plotas 5, = 5007, tai 
2 
(3) d 16 
uL iion e D. - Sola 3205 cnr 
ЖӘ | | 25 п =320л cm". 


9 


Atsakymas. a) 15687 ст? , b) 3201 ст?. 


k i sene е tūris 52 cm, vieno pagrindo plotas 9 kartus didesnis 

ito pagrindo plotą. Raskite viso kūgio, kurį i į 

Lu dd 810, Kurį gausime pratesę šį 
Duota: И, 252 cm, S, -95,. 
Rasti: V. 
Sprendimas. 
1 büdas. 
. $, ; 

Кадапрі seb tai k’ «9, 


2 


Iš šios lygybės randame, kad & — 3. 
Iš nupjautinės piramidės tūrio formulės 
k‘ - SEHR 
ap = p" išreiškiame viso kūgio tūrį 


k’ x 3 
Tope Vadinasi, Fasc MAn. 


2 būdas. 


Pažymėkime 50 = A, SO, = h, OO, =h,. Kadangi panašumo 


koeficientas k =3, tai Au ty. А =š ой ES 
h скайн QU un 
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Nupjautinio kūgio pagrindų plotai S, іг S; apskaičiuojami pagal 
formules: S, = лА?, S, = nr*. 


Kadangi S, -95,, tai nR? -9nr?, ty. R=3r. 
1 к 
Į nupjautinio kūgio tūrio išraišką V. = л +r'+R .r) istate 


° 1. 2 
R=3r ir h =Š, gauname, kad Vu, =3 hOr er esr), arba 


у, = 26 eh Uždavinio sąlygoje duota, kad V. -52cm', todėl 
9 


gauname lygybę 52 = X wèh „arba mr^h = 18. 


Kadangi V = nR -h= nfr} -h=3nrh,o nr'h-18, tai viso 
3 


kūgio tūris V 23:182 54 cm". 
Atsakymas. 54 cm’. 


21. Nupjautinio kūgio tūris lygus 2800л ст’, aukštinė 12 ст, o pjūvio, 
lygiagretaus pagrindams ir einančio per sudaromųjų vidurio taškus, 
plotas lygus 225r cm“. Apskaičiuokite nupjautinio kūgio pagrindų 

spindulius. 


Duota: У, = 28001 ст”, OO, =12 ст, 


8, = 225n ст". 
% Rasti: r, R. 
CR Z 2 Sprendimas. 
1. Randame pjūvio spindulį rį. 
И DERE as Kadangi pjūvis yra skritulys, tai jo plotas 


2. Randame pagrindų spindulius r ir R. 
Kadangi atkarpa CD yra trapecijos ABOO, 


3 ВО + AO, 
viduriné linija, tai CARERE NE 
Kadangi BO=r, АО = Е, о CD=r,,tai 
n =E, ty. r+R=30, arba R=30-r. 
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. Kūgis, kurio pagrindo spindulys lygus 9 cm, о aukštinė — 12 cm, 


S 
S, = mn, iš čia, л = —=, rn = 225, r, =15 ст. 
T 


A A UEM RU 1 
Į nupjautinio kūgio tūrio formulę E =37-H(R +r°+R-r) 


istate R=30-r, H -12 ir V = 2800л, gauname: 


nupj 
$712 (60-7 +r’ « (30-7). ")- 2800л, 
900 — 60r +)? +r? + 30r – r? = 700, 
r° —30r +200 = 0. 
Išsprende šią lygtį, randame, kad r =10 cm (7 = 20 netinka). 
Vadinasi, R=30-r, ty. R=30-10=20 cm. 


Atsakymas. 10 cm ir 20 cm. 


perkirstas plokštuma, lygiagrečia pagrindo plokštumai ir nuo viršūnės 
nutolusia 8 cm. Raskite: 

a) dalių, į kurias kūgį dalija ši plokštuma, tūrius, 

b) tų dalių šoninių paviršių plotus. 


S 
Duota: 40 =9 cm, SO =12 cm, SO, = 8 cm. 
Rasti: a) Vi, Иш, b) Si, Smp- 
Sprendimas. 
A ЖО > A : a š 
< 1. Randame kūgio, kurio aukštinė уга atkarpa 
SO, tūrį V: 
V= 1740" - SO, V e$ :12 = 324n ст’. 
А 
Randame atkirsto kūgio, kurio aukštinė yra atkarpa SO,, tūrį V,. 
Kadangi А 405 ~ Л BO S, tai 22 sa ; 
SO, BO, 
Vadinasi, BO, = = 8 ty. BO = iis = 6 cm. 
SO 12 
Tada V, == BO; - SO, ty. V, -1-6 -8 2965 cm". 


Randame nupjautinio kūgio tūrį Кыз: 
Va =V И, Vuy = 324n 96л = 2282 cm". 
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4. 


A 


`. Rasti: OM. 
Xs asa C Sprendimas. 
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. Trikampio kraštinės liečia rutulį, kurio spindulys 5 cm. Apskaičiuokite 


Iš stačiojo A SBO, randame atkirsto kūgio apotemos SB ilgį: 
SB? = BO? + 50,  SB'-6'«8'-100 SB =10 cm. 
Randame atkirsto kūgio šoninio paviršiaus plotą Sį: 

5, =n-BO,-SB, S, =п:6:10 = 601. cm". 

Randame nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotą Snp. 
Kadangi k - 20, ty. k- = 2 5, tai 5. = (k -1)s. 


1 


2 
Vadinasi, 5,/- (В - "в = 75д стг. 


Atsakymas. a) V, = 96r ст’, У, = 2281 cm’, 


nupj 


b) S, = 60r cm", S „= 75n cm". 


atstumą nuo rutulio centro iki trikampio plokštumos, kai jo kraštinės 
lygios 10 cm,10 cm ir 12 cm. 
Duota: AB = BC = 10cm, АС =12 ст, 

ON = 5 cm. 


1. Randame MN. 

Atkarpa MN уга į А ABC įbrėžto apskritimo 
spindulys r. Taikydami Herono formulę, 
randame trikampio ABC plotą S: 


S= J p(p - aÁp - bÁp —c), čia p - trikampio АВС pusperimetris. 


Taigi S — (1646-10)16-10)16- 12) =48 ст”. 


Iš trikampio ploto formulės S = p: r 
(p - trikampio ABC pusperimetris) 


išreiškiame r = 2 ty. r= 28 =3 cm. 
p 16 
I$ АОММ randame atstuma OM nuo rutulio centro iki trikampio 
plokštumos: OM? = ОМ — ММ, OM? = 5° —3° =16, OM = 4 cm. 
Atsakymas. 4 cm. 


24. Rutulį kerta dvi plokštumos. Dviejų lygiagrečių skritulių, esančių 
skirtingose rutulio centro pusėse, spinduliai yra 9 cm ir 12 cm. Atstumas 
tarp kertamuju plokštumų lygus 21 ст. Apskaičiuokite rutulio 


paviršiaus plotą. 
Duota: MA = 9 cm, NB =12 cm, MN = 21 cm. 
Rasti: S. 
Sprendimas. 
1. Randame rutulio spindulį R. 
Pažymėkite OM = x. Tada ON =21- x. 
Iš stačiojo trikampio OMA išreiškiame OA: 
ОА? = MA! + OM?, ty. ОА? -81«x?. (1). 
Iš stačiojo trikampio ОМВ išreiškiame OB: 
ОВ? = NB? +ON?°, OB'=144+(21—x) = 144+441-42x + x? = 
=585-42x+x7. Taigi ОВ? 2585- 42x +x7 (2). 
(1) ir (2) lygybių kairiosios pusės yra lygios (ОА? = ОВ? = R", čia R — 
rutulio spindulys), tai turi būti lygios ir dešiniosios pusės. Gauname lygtį 
81+x* = 585 — 42x + x", kurią išsprendę randame, kad x = 12 cm. 
Vadinasi, ОА? =81+12* = 225, ty. OA=15 ст. 
Vadinasi, А =15 cm. 


2. Randame rutulio paviršiaus plotą S: 
S = 4л, S = 4л:15° = 900л стг. 


Atsakymas. 9001 ст”. 


25. Rutulį, kurio spindulys 12 cm, kerta plokštuma, nutolusi nuo rutulio 

centro atstumu, lygiu 8 cm. Apskaičiuokite: 

a) pjūvio plotą, 

b) dalių, į kurias šis pjūvis dalija rutulį, paviršiaus plotus. 

Duota: OA = 12 cm, OB = 8 cm. 

Rasti: а) $,, b) SL, с) S... 
Sprendimas. 


1. Randame pjūvio spindulį r. 
Iš stačiojo A OBA randame AB: 


АВ? = AQ! - BO’, АВ? -12? -8° = 80. 
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АВ = 480 = J16-5 = 44 5. Vadinasi, r = 44 5 cm. 
2. Randame pjūvio plotą S, 
S, =m, S,=801cm'. 
3. Randame rutulio paviršiaus plota S: 
S =4nR*, 
S = 4п:12° = 576т ст. 
4. Randame rutulio nuopjovos paviršiaus plotą 5 „„: 
S, = 2nRh, 
S! „= 2n-12-4 = 96 cm? (h = BC = OC -OB = 4 cm). 
5. Randame kitos rutulio nuopjovos paviršiaus plotą LM : 
Sly =S- SL, 5.) = 5161-961 = 4801 cm". 


Atsakymas. a) 80x cm? , b) 96x cm" ,c) 4801 cm“. 


. Rutulio spindulys lygus 6 dm. Ją kertanti plokštuma eina per rutulio 
skersmens galą ir su skersmeniu sudaro 30% kampą. Apskaičiuokite: 
a) pjūvio plotą, 

b) dalių, į kurias šis pjūvis dalija rutulį, tūrius. 


Duota: R = OA = 6 dm, ZOAB = 30°. 
Rasti: a) S, , b) Vago Им. 
Sprendimas. 


1. Iš stačiojo A ОВА randame pjūvio spindulį 


AB ir atstumą OB nuo rutulio centro iki pjūvio 
plokštumos. 


AB = OA: cos30°, AB 6.22 -3/3 an 
Atkarpa AB yra pjūvio spindulys r. Vadinasi, r = 343 dm. 
Randame atkarpos OB ilgį: ОВ = OA: sin30?, OB = 62 =3 dm. 


2. Randame pjūvio plotą Sy: 
S, 2 n7, S, =r: [3] = zn dm. 
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3. Randame rutulio tūrį V. 
4 


V =—x=R°:, V PLANET = 2881 dm’. 
3 3 
4. Randame nuopjovų tūrius И; ir V... 
Kadangi nuopjovos aukštinė л = BC ir h = OC -OB, 
tai й-6-3-3 dm. 
, h , 
у = "| R-2, Vi, = 1-3'(6-1)2 457 dm". 
Viy =V -Vros VI, = 288n— 45п = 2431 dm". 


Atsakymas. a) 27x дт’, b) 45л ат’, c) 2431 dm’. 


. Rutulj kertanti plokštuma, kurios plotas 25x cm“, eina per rutulio 
skersmens galą ir su skersmeniu sudaro 60? kampą. Apskaičiuokite 
rutulio: 

a) paviršiaus plotą, 


Duota: 5, = 251 cm°, ZOAB = 60°. 
Rasti: a) S, b) V. 

Sprendimas. 
1. Randame pjūvio spindulį r (AB = r). 
PPR 


S, =n, r=, r 25, r=5 cm. 
T T 
2. Išstačiojo A OAB randame rutulio spindulį R (R = OA). 
AB 5 
OA URS OA = ——ə> = ісі — = 
T p 10 cm. Taigi R = OA = 10 cm. 
3. Randame rutulio paviršiaus plotą S: 
5 -4nR!, S=41-107 = 4002 cm". 
4. Randame rutulio tūrį V: 
potu. Kelno = gs 
3 3 
Atsakymas. a) 4001 ст", b) € cm’. 
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28. Trys metaliniai rutuliai, kuriu spinduliai 3 ст, 4 cm ir 5 cm, perlydyti i 
vieną didesnį rutulį. Apskaičiuokite šio rutulio: 
a) spindulį, 
b) paviršiaus plotą. 
Duota: қ = 3cm,r, = 4 cm, r, = 5 cm. 
Rasti: a) R, b)S. 

Sprendimas. 
Randame duotųjų rutulių tūrius Vi, V: ir ЁЗ», 


V, =m, ty. V, i =361 cm", 


4 4 2567 
агыш: ty. Ke cer Rud 
V, cue ty. V, "mr = н 


2. Randame naujai pagaminto rutulio tūrį V. 
Darant iš trijų rutuliukų vieną rutulį, tūris nepasikeičia, 
todėl V =V, +V, +V,, ty. y = 2881 cm". 

3. Randame naujai pagaminto rutulio spindulį R: 


E е2 p- ns, ty. R=6cm. 


4. Randame naujai pagaminto mullo paviršiaus plota S: 
$= AxR?, S = 4n- 6 -144л cm“. 
Atsakymas. а) 6 ст, b) 1447 сті. 


. Rutulio spindulys lygus 75 cm, jo išpj 
Apskaičiuokite rutulio išpjovų tūrius. 


Duota: OA = 75 cm, AB = 60 cm. 
Rasti: Vis: Vis: 
Sprendimas. 
1. Iš stačiojo A OBA randame atstumą OB: 
ОВ? = ОА? - AB", ОВ? = 75° — 60° = 2025, 
ОВ = 45 ст. 


2. Randame nuopjovos aukštinę h (h = CB): 
h 2 ОС ОВ, h = 15 – 45 = 30 ст. 
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ovos pagrindo spindulys — 60 cm. 


3. Randame rutulio tūrį V: 


v= 2л, 
3 


V= > Ы 
- 3* -75° = 562500л cm? = 562,51 dm’. 
Randame išpjovų tūrius У;, іг Vi, 
а 
LP ш 3 nR? » h, 


"m 2 
V 3775 :30-112500л cm? =112,5л ат’, 


Va, =V —-V,,, VZ, = 56251-11251 = 4502 dm’. 


Atsakymas. 112,5 dm! , 450л ат’. 


30. Rutulio išpjovos ašinio pjūvi 
pjūvio lankas 1 o : Т 
lygus 12 cm. Apskaičiuokite: ygus 120“, o rutulio spindulys 


a) šios išpjovos tūrį, 
b) išpjovai atitinkamos nuopjovos tūrį. 


Duota: UDCA = 120°, OA =12 ст. 


pnt A Rasti: а) V, b) V, 


Sprendimas. 
1. Iš stačiojo А ОВА randame ОВ. 
240D yra centrinis kampas, kuris remiasi į 
duotąjį lanką, todėl 2400 = 120°. 
Кл | | ^ AOD yra lygiašonis, todėl atkarpa ОВ уга 
ir trikampio aukštinė, іг pusiaukampinė, ir pusiaukraštinė. 


Vadinasi, зове 289 tp ok S „ше 
2 


Randame rutulio išpjovos aukštinę OB: 


ОВ =OA-cos АОВ, OB -12-со560%-12-2-- Gem. 


Randame rutulio nuopjovos aukstin 
eh (h = ВС): 
h-OC-OB, ty. h=12-6=6cm. ы 
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3. 
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. Rutulio sluoksnio aukštinė lygi 7 cm, pagrindų spinduliai — 16 cm ir 


A 22 2. 


Randame rutulio išpjovos tūrį Vis: 


2 2 
Vay = s Rh, Va, =37-12'-6=576 cm. 


Randame rutulio nuopjovos tūrį Viuop: 


Vnori -«(в-4) же” = x:6(12-É)= 360% cm’. 


Atsakymas. a) 576 ст”, b) 3601 ст”. 


33 cm. Apskaičiuokite rutulio sluoksnį ribojančios sferos juostos plotą 
(rutulį kertančios plokštumos yra vienoje rutulio centro pusėje). 


Duota: AB =16 cm, CD =33 cm, BD =7 cm. 
Rasti: S. 


C Sprendimas. 

Pažymėkime OD = x. Tada ОВ = x +7. 

1. Randame rutulio spindulį R. 

I$ stačiojo А OBA išreiškiame OA (OA = К): 
ОА? = ОВ? + АВ’, 

ОА? = (x +7) +167 = x! +14x + 49 + 256 = x? +14x +305. 

Taigi ОА? = x! «14x +305. (1) 

Iš stačiojo А ODC išreiškiame OC (OC = R): 

ОС? = ОР? + CD', 

ОС? = х? x33! = х? +1089. Taigi ОС? = х? +1089. (2) 

Kadangi O4- ОС іг ОА? = ОС?, tai ѕшуріпе (1) ir (2) išraiškų 
defines puses, gauname lygtį х? +14х+305 = х? +1089 , kurią 
išsprendę randame, Кай x = 56cm. 


Vadinasi, А? = ОС? = x! +1089 ,ty. 
К? = 56° +1089 = 4225 . Tada R = 65 ст. 
Randame juostos plotą: 
S, =2nRh,, S, =21-65-7=910n cm". 
Atsakymas. 9101 cm". 


3.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Ritinio ašiai lygiagreti plokštuma nuo 
pagrindo apskritimo atkerta 120? lanką. 
Ritinio ašis lygi 18 cm, jos atstumas nuo 
kertančios plokštumos — 12 cm. 
Apskaičiuokite: 

a) pjūvio ABCD plotą, 

b) ritinio ašinio paviršiaus plotą. 


Ritinio pagrindo apskritimo styga lygi 16 cm ir jungia 60? lanko galus. 
Per tą stygą einančio ir ritinio pagrindo plokštumai statmeno pjūvio 
plotas lygus 128 cm?. Apskaičiuokite: 

a) pjūvio atstumą iki ritinio ašies, 

b) ritinio paviršiaus plotą, 

с) tūrį. 


Ritinio pagrindo styga lygi 10 cm ir jungia 
60? lanko galus. Pjūvio, einančio per tą stygą 
ir statmeno į pagrindo plokštumą, plotas 
200 ст2. Apskaičiuokite ritinio paviršiaus 
plotą. 

Ritinio pagrindo apskritimo styga lygi 12 cm ir jungia 60? lanko galus. 
Ritinio šoninio paviršiaus plotas lygus 480r cm". Apskaičiuokite: 


a) einančio per tą stygą pjūvio, lygiagrečio ritinio ašiai, plotą, 
b) ritinio tūrį. 


Ritinio aukštinė lygi 2л cm, о šoninio paviršiaus išklotinės įstrižainė 
su jos pagrindu sudaro 45? kampą. Apskaičiuokite ritinio pagrindo 
plotą. 

Ritinio šoninis paviršiaus plotas du kartus didesnis už jo pagrindų plotų 
sumą. Raskite kampą tarp ašinio pjūvio įstrižainės ir pagrindo 
plokštumos. 


Ritinio ašinio pjūvio plotas lygus 3643n, o šoninio paviršiaus išklotinės 
įstrižainė su jos pagrindu sudaro 60% kampą. Apskaičiuokite ritinio 
pagrindo spindulio ilgį. 


Ritinio tūris lygus т; o pagrindo plotas E Apskaičiuokite ritinio 
т T 
šoninio paviršiaus išklotinės įstrižainės ilgį. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


Ritinio ašinio pjüvio plotas lygus 624 cm", o 
ritinio aukštinė 14 cm ilgesnė už pagrindo 
spindulį. 

Apskaičiuokite ritinio: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


. Stačiakampis, kurio viena kraštinė 8 cm, o kita 6 cm, sukamas vieną 


kartą apie ilgesniąją kraštinę, kitą kartą apie trumpesniąją kraštinę. 
Apskaičiuokite gautų sukinių tūrius. 


. Stačiakampis, kurio viena kraštinė 5 cm trumpesnė už kitą, o plotas 


lygus 36 cm“, sukamas apie trumpesniąją kraštinę. Apskaičiuokite 
sukinio: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


. Ritinio ašinio pjūvio plotas lygus 240 dm), o ritinio aukštinės ir 


pagrindo skersmens santykis 0,6. Apskaičiuokite ritinio: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 

Ritinio šoninio paviršiaus plotas lygus 

801 cm?, o tūris - 200r cm’. 

Apskaičiuokite: 

a) ritinio pagrindo spindulį, 

b) pjūvio ABCD plotą, jei šis pjūvis 
statmenas pagrindo plokštumai ir nutolęs 
nuo ritinio ašies 3 cm. 


Ritinio aukštinė 12 cm ilgesnė už jo spindulį, o ritinio paviršiaus plotas 
lygus 2881 ст’. Apskaičiuokite ritinio: 

a) ašinio pjūvio plotą, 

b) pagrindo plotą, 

<) tūrį. 

Ritinio paviršiaus plotas lygus 607 сті, o ašinio pjūvio įstrižainė 
13 cm. Apskaičiuokite ritinio: 

a) ašinio pjūvio perimetrą, 

b) tūrį. 

Ritinio šoninio paviršiaus plotas lygus S, o pagrindo plotas Q. Raskite 
ritinio tūrį. 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


. Ritinio šoninio paviršiaus išklotinė — kvadratas, kurio kraštinė а 


Apskaičiuokite ritinio tūrį. 


. Ritinio ašinio pjūvio perimetras lygus 8 dm, o pagrindo skersmens ilgis 


gali įgyti bet kokias reikšmes, priklausančias intervalui [i 3] 


Apskaičiuokite ritinio, kurio ašinio pjūvio plotas yra didžiausias, 
šoninio paviršiaus plotą. 


. Reikia pagaminti ritinio formos tam tikro tūrio skardinę dėžutę. 


Parodykite, kad dėžutės gamybai bus sunaudota mažiausiai skardos, kai 
ritinio aukštinė lygi jo pagrindo skersmeniui. 


Ritinio tūris lygus V. Koks turi būti ritinio pagrindo spindulys, kad 
ritinio paviršiaus plotas būtų mažiausias? 


Per kūgio viršūnę eina plokštuma, kuri nuo 
pagrindo apskritimo atkerta 120? lanką, o su 
pagrindo plokštuma sudaro 60? kampą. 
Kūgio aukštinė 9 cm. Apskaičiuokite: 

a) kūgio pagrindo spindulį, 

b) kūgio šoninio paviršiaus plotą, 

c) pjūvio ABC plotą. 


C 
Per kūgio viršūnę einanti plokštuma su pagrindo plokštuma sudaro 30? 
kampą ir atkerta ketvirtį pagrindo apskritimo. Kūgio spindulys lygus 
16 cm. Apskaičiuokite: 
a) pjūvio plotą, 
b) kūgio tūrį. 
Kūgio sudaromoji lygi 12 cm ir su pagrindo 
plokštuma sudaro 60? kampą. 
Apskaičiuokite: 
a) ašinio pjūvio plotą ABC, 
b) kūgio paviršiaus plotą, 
c) kūgio tūrį. 
Kūgis perkirstas per dvi jo sudaromąsias 
einančia plokštuma. Kampas tarp tų 
sudaromųjų lygus 60°, о gauto pjūvio АВС 
plotas 9453 cm". Kūgio pagrindo plotas 
25т ст”. Apskaičiuokite: 
a) kūgio šoninio paviršiaus plotą, 
b) stygos AC atstumą iki pagrindo centro O. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Kūgio tūris lygus 9x dm, o sudaromoji į pagrindo plokštumą pasvirusi 
45? kampu. Apskaičiuokite: 

a) kūgio paviršiaus plotą, 

b) pagrindo apskritimo ilgį. 


Kūgio sudaromoji su pagrindo plokštuma 
sudaro 60? kampą, o pagrindo apskritimo 
ilgis lygus 30л ст. Apskaičiuokite kūgio: 
a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 

Kūgio pagrindo spindulys lygus 1 dm, o sudaromoji pasvirusi į pagrindą 
30? kampu. Per kūgio viršūnę išvesta plokštuma su kūgio aukštine 
sudaro 45? kampą. Apskaičiuokite gauto pjūvio plotą. 


Kūgio sudaromoji lygi 8 cm, o pagrindo spindulys du kartus mažesnis 
už ja. Apskaičiuokite kūgio paviršiaus plotą. 


Kūgio pagrindo ir jo ašinio pjūvio plotų santykis lygus т. Kokiu kampu 
šio kūgio sudaromoji pasvirusi į pagrindą? 


Didžiausias kampas tarp kūgio sudaromųjų lygus 60°. Raskite kūgio 
šoninio paviršiaus ir pagrindo ploto santykį. 


31. Kūgio šoninis paviršius lygus 30m, o kampo tarp sudaromosios ir 
pagrindo tangentas lygus i Apskaičiuokite kūgio aukštinę. 

32. Kūgio aukštinė lygi 15, o kampas tarp 
aukštinės ir sudaromosios lygus 60°. Per dvi 
sudaromąsias, kurios sudaro 30? kampą, 
išvesta plokštuma. 

Apskaičiuokite pjūvio plotą. 

33. Kūgio šoninis paviršius lygus 642 ат, o jo pagrindo plotas — 
346 dm'. Raskite kampą, kurį sudaro sudaromoji su pagrindo 
plokštuma. 

34. Kūgio tūris lygus 40x, o kampo tarp sudaromosios ir aukštinės 
kosinusas lygus 2. Apskaičiuokite kūgio sudaromosios ilgį. 
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35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


Kūgio tūris lygus 127,0 pagrindo spindulys 3. Apskaičiuokite kūgio 
ašinio pjūvio perimetrą. 


Kūgio sudaromoji lygi 4 dm ir su pagrindo 
plokštuma sudaro 30? kampą. Apskaičiuokite 4 
kūgio: 

a) tūrį, 

b) šoninio paviršiaus plotą. 


Kūgio ašinio pjūvio kampas prie kūgio 
viršūnės lygus 60°, o šoninio paviršiaus 
plotas lygus бл dm. 

Apskaičiuokite kūgio tūrį. 


Kūgio aukštinė lygi 12 cm, o jo tūris lygus 
324n ст". Kūgio šoninis paviršius išklotas 
plokštumoje. Raskite: 


a) gautos išpjovos kampą a, 
b) kūgio pagrindo plotą. 


Kūgio paviršiaus plotas 45r дт”. Išklotas plokštumoje kūgio šoninis 
paviršius yra skritulio išpjova, kurios kampas lygus 60°. Apskaičiuokite 
kūgio tūrį. 

Kūgio šoninio paviršiaus ir jo pagrindo ploto santykis lygus 4, o 
aukštinė — 2415 dm. Apskaičiuokite kūgio sudaromosios ilgį. 


Kūgio pagrindo plotas lygus Ібл dm, o ašinio pjūvio plotas — 12 dm?. 
Apskaičiuokite kūgio: 

a) tūrį, 

b) šoninio paviršiaus plotą. 


Kūgio ašinio pjūvio plotas lygus 12 cm, o šoninio paviršiaus ploto ir 
tūrio santykis lygus 2. Apskaičiuokite kūgio sudaromosios ilgį. 


Statusis trikampis, kurio statiniai 8 cm ir 12 cm sukamas apie vieną iš 
statinių. Apskaičiuokite gautų sukinių tūrius. 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 
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52. 


Kūgio aukštinė 2 dm ilgesnė už pagrindo spindulį. Ašinio pjūvio plotas 
48 dm?. Apskaičiuokite kūgio: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


Kūgio sudaromosios ir aukštinės skirtumas lygus 8 cm, kampo tarp jų 
sinusas lygus 0,8. Apskaičiuokite kūgio: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


Skystis iš kūgiško 0,18 m aukščio ir 0,24 m pagrindo skersmens indo 
perpiltas į ritinio formos indą, kurio pagrindo skersmuo 0,1 m. Koks 
skysčio aukštis antrame inde? 


ūgi i i i vi kitai statmenos 
Kügio pagrindo spindulys lygus 6 cm. Dvi viena atmen: 
sudaromosios dalija kūgio šoninį paviršių santykiu 1:2. Apskaičiuokite 
kūgio tūrį. 
Kūgio paviršiaus plotas lygus T, o šoninio paviršiaus plotas S. 
Apskaičiuokite kūgio ašinio pjūvio kampą prie viršūnės. 


Kūgio paviršiaus plotas lygus T, o ašinio pjūvio plotas Q. Raskite kūgio 
pagrindo plotą. 


12 cm, sukamas apie įžambinę. 
Apskaičiuokite gauto sukinio: 


a) paviršiaus plotą, 4% 


b) tūrį. 


. Statusis trikampis, kurio statiniai 16 cm ir T 


. Stačiojo trikampio statiniai lygūs 15 cm ir 20 cm. Trikampis apsuktas 


apie tiesę, einančią per didesniojo smailiojo kampo viršūnę ir statmeną 
įžambinei. Apskaičiuokite gauto sukinio: 


a) tūrį, 
b) paviršiaus plotą. 


Kūgio sudaromoji lygi 246 cm, o pagrindo spindulys R. 
Р 1 
a) Parodykite, kad kūgio tūris V = „TR 24- R°. 


b) Koks turi büti pagrindo spindulys, kad kūgio tūris būtų didžiausias? 
c) Apskaičiuokite didžiausią kūgio tūrio reikšmę. 
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54. 


5 


CA 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


Nupjautinio kügio pagrindu spinduliai lygüs 1 m ir 9 m, o sudaromoji — 
10 m. Apskaičiuokite nupjautinio kūgio tūrį. 


Nupjautinio kūgio pagrindų spinduliai lygūs 
10cm ir 16cm, o ašinio pjūvio plotas — 
208 cm?. Apskaičiuokite nupjautinio kūgio 
šoninio paviršiaus plotą. 


. Nupjautinio kūgio pagrindų spinduliai lygūs 10cm ir 6cm, o 


sudaromoji pasvirusi į pagrindo plokštumą 60? kampu. Apskaičiuokite 
šio nupjautinio kūgio: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


Nupjautinio kūgio sudaromoji lygi 30 cm ir su pagrindo plokštuma 
sudaro 45? kampą. Didesniojo pagrindo spindulys lygus 2042 cm. 
Apskaičiuokite: 

a) mažesniojo pagrindo spindulį, 

b) kūgio tūrį. 


Kūgis, kurio pagrindo spindulys lygus 20 cm, 
o aukštinė — 15 cm, perkirstas plokštuma, ДА 
lygiagrečia pagrindo plokštumai іг nuo 

viršūnės nutolusia 6 cm. Raskite: 

a) dalių, į kurias kūgį dalija ši plokštuma, tūrius, 

b) tų dalių šoninių paviršių plotus. 


Nupjautinio kūgio pagrindų spinduliai 9 cm ir 3 cm, o aukštinė 8 cm. 
Apskaičiuokite šio kūgio: 

a) tūrį, 

b) šoninio paviršiaus plotą. 


Kūgio šoninio paviršiaus plotas 80 cm?. Per kūgio aukštinės vidurio 
tašką išvesta plokštuma, statmena aukštinei. Apskaičiuokite gauto 
nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotą. 


Kūgio aukštinė lygi 5 cm. Jį kerta pagrindui lygiagreti plokštuma, 
nutolusi nuo viršūnės per 2 cm. Nuo jo atkirsto mažesniojo kūgio tūris 
24 cm. Apskaičiuokite pradinio kūgio tūrį. 


Nupjautinio kūgio vieno pagrindo spindulys du kartus ilgesnis už kito 


pagrindo spindulį. Šoninis paviršius lygus pagrindų plotų sumai, o 
ašinio pjūvio plotas — 36 m^. Apskaičiuokite nupjautinio kūgio tūrį. 
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62. 


63. 


65. 


66. 


67. 


Nupjautinio kügio sudaromoji lygi 17 cm, 
ašinio pjūvio plotas —420cm?, о pjūvio, 
išvesto рег aukštinės vidurio tašką іг 


lygiagretaus pagrindams, plotas lygus 
1961 cm^. Apskaičiuokite nupjautinio kūgio: 
a) tūrį, 


b) šoninio paviršiaus plotą. 


Stačiojo trikampio statiniai lygūs 5 cm ir 
12 cm. Trikampis apsuktas apie tiesę, su 
juo neturinčią bendrų taškų, lygiagrečią 
ilgesniajam statiniui ir nutolusią nuo jo 
per 3 cm. Apskaičiuokite gauto kūno: 

a) tūrį, 

b) paviršiaus plotą. 


„ Kiek reikia dažų nudažyti 100 medinių rutulių, kurių skersmuo 10 cm, 


jeigu paviršiaus ploto 1 ат? reikia 1,2 g dažų. 


Kiek rutulių, kurių skersmuo 0,5 dm, galima nudažyti, turint 1 kg dažų, 
jeigu 1 m? reikia 100 gramų dažų. ` 


Rutulys, kurio tūris Збл ст’, perkirstas plokštuma, einančia per jo 
centrą. Raskite kiekvienos gautos rutulio dalies paviršiaus plotą. 


Rutulys perkirstas plokštuma, einančia per jo centrą. Kiekvienos gautos 
rutulio dalies paviršiaus plotas lygus 127 ст’. Apskaičiuokite rutulio 


tūrį. 


68. Metalinis ritinys, kurio pagrindo spindulys 6 cm, o aukštinė 8 cm, 
perlydytas į rutulį. Koks gauto rutulio spindulys? 

69. Metalinis kūgis, kurio pagrindo spindulys 16 cm, o aukštinė 8 cm, 
perlydytas į rutulį. Koks gauto rutulio spindulys? 

70. Žemės rutulio spindulys R. Platuma 60°. Koks jos lygiagretės ilgis? 

71. Kokį kelią per vieną valandą nuskrieja miestas, esantis 60? šiaurės 
platumos lygiagretėje. Žemės spindulį laikykite lygiu 6000 т. 
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72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


71. 


78. 


79. 


80. 


81. 


Kūną (tuščiavidurį rutulį) riboja dviejų koncentrinių rutulių paviršiai. 
Įrodykite, kad to kūno pjūvis, gautas, kūną perkirtus per centrą einančia 
plokštuma, yra lygiaplotis su pjūviu, gautu, kūną perkirtus vidinio 
rutulio paviršiaus liečiamąja plokštuma. 


Ketinio reguliatoriaus rutulio masė 10 kg. Raskite rutulio skersmenį, jei 


ketaus tankis 7,2 a 
cm 


Iš dviejų ketinių rutulių, kurių skersmenys 25 cm ir 35 cm, reikia 
išlydyti vieną rutulį. Raskite naujojo rutulio skersmenį. 


Kiek lcm skersmens rutuliukų galima nulieti iš 1 kg masės švino 


gabalo, jei švino tankis 11,4 E. ? 
ст 


Tuščiavidurio rutulio išorinis skersmuo 18 cm. Sienelių storis 4 cm. 
Raskite šio rutulio tūrį. 


Metalinis rutulys, kurio spindulys lygus V2. , perlydytas į kūgį. Raskite 
kūgio aukštinę, kai jo šoninis paviršius tris kartus didesnis už pagrindo 
plotą. 


Ritinio pagrindo spindulys lygus 2 dm, o aukštinė lygi 10 dm. Ar 
galima į šį ritinį patalpinti rutulį, kurio tūris tris kartus mažesnis už 
ritinio tūrį? 


Ritinio pagrindo spindulys 2 cm, o aukštinė 4 cm. Ar galima į šį ritinį 
patalpinti rutulį, kurio tūris 2 kartus mažesnis už ritinio tūrį? 


Stačiakampio viršūnės yra rutulio, kurio spindulys 10 cm, taškai. 
Apskaičiuokite atstumą nuo rutulio centro iki stačiakampio plokštumos, 
kai stačiakampio įstrižainė lygi 16 cm. 


Visos trikampio kraštinės liečia rutulį, 
kurio spindulys 5 cm. Apskaičiuokite 
atstumą nuo rutulio centro iki trikampio 
plokštumos, kai jo kraštinės lygios 13 cm, 
14 cm ir 15 cm. 
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82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 
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Rombo įstrižainės 15 cm ir 20 cm. Visos rombo kraštinės liečia rutulį, 
kurio spindulys 10 cm. Apskaičiuokite atstumą nuo rutulio centro iki 
rombo plokštumos. 


Rutulį kerta plokštuma, kurios plotas 12 cm. 

Plokštuma nuo rutulio centro nutolusi 2 cm. 

Apskaičiuokite: 

a) rutulio spindulį, 

b) dalių, į kurias šis pjūvis dalija rutulį, 
paviršiaus plotus. 


Rutulio spindulys lygus 8 cm. Ją kertanti " 
plokštuma eina per rutulio skersmens galą ir ФА 
su skersmeniu sudaro 30° Катра. 

Apskaičiuokite: 

a) pjūvio apskritimo ilgį, 


b) dalių, į kurias šis pjūvis dalija rutulį, tūrius. 


Vienoje rutulio centro pusėje yra du 
lygiagretūs pjūviai. Jų plotai lygūs 
49r Ат? іг Ал m°, atstumas tarp pjūvių 
lygus 9 dm. Apskaičiuokite rutulio: 

a) paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


Rutulio išpjovos ašinio pjūvio lankas lygus 120% o rutulio spindulys 
lygus 18 cm. Apskaičiuokite: 

a) šios išpjovos tūrį, 

b) išpjovos atitinkamos nuopjovos tūrį. 


Rutulys, kurio spindulys lygus 65 cm, A 
perkirstas dviem lygiagrečiomis AA 
plokátumomis. Raskite rutulio dalies, 


telpančios tarp tų lygiagrečių plokštumų, 
tūrį, jei plokštumos yra toje pačioje 
centro pusėje ir nutolusios nuo jo 16 cm 
ir 25 cm. 


Per rutulio paviršiaus tašką eina dvi plokštumos, sudarančios 120“ 
kampą. Vienos plokštumos atstumas nuo rutulio centro lygus 11 cm, 
kitos — 13 cm. Apskaičiuokite: 

a) rutulio spindulį, 

b) pjūvių plotus. 


4 skyrius. Apibrėžtos ir įbrėžtos erdvės figūros 


4.1. Trumpa teorinė medžiaga 


Į ritinį įbrėžta prizme vadinama tokia prizmė, 
kurios pagrindai — lygūs daugiakampiai, įbrėžti 
į ritinio pagrindus. Jos šoninės briaunos yra 
ritinio sudaromosios. 


Apie ritinį apibrėžta prizme vadinama tokia 
prizmė, kurios pagrindai — lygūs daugiakam- 
piai, apibrėžti apie ritinio pagrindus. 


Į kūgį įbrėžta piramide vadinama tokia 
piramidė, kurios pagrindas yra į kūgio pagrindą 
įbrėžtas daugiakampis, о viršūnė - kūgio 
viršūnė. 


B 


2- 


2 


Apibrėžta apie kūgį piramide vadinama tokia 
piramidė, kurios pagrindas yra apie kūgio 
pagrindą apibrėžtas daugiakampis, o viršūnė 
sutampa su kūgio viršūne. 


=ë 


— 


--. 
-- 


er 
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Norėdami apie piramidę apibrėžti rutulį, turime išpildyti būtiną ir 
pakankamą sąlygą – apie piramidės pagrindą galima apibrėžti apskritimą. 


Rutulio, apibrėžto apie piramidę, centras yra 
statmenyje, nubrėžtame į pagrindo plokštumą 
per apskritimo, apibrėžto apie piramidės 
pagrindą, centrą (SO 1 ABCDEF, O, є SO, 
čia O, — rutulio centras, SO — piramidės 
aukštinė, O - apie piramidės pagrindą 
apibrėžto apskritimo centras, O,S = О4- 
rutulio spindulys). 


Norėdami apie prizmę apibrėžti rutulį, turime išpildyti būtiną ir 
pakankamą sąlygą — prizmė turi būti stačioji, o apie jos pagrindą galima 
apibrėžti apskritimą. 


Rutulio, apibrėžto apie prizmę, centras yra 
atkarpos, jungiančios apskritimų, apibrėžtų, 
apie prizmę, centrus vidurio taškas. 

O, O, — apie prizmės pagrindą apibrėžtų 
apskritimų centrai, O; — rutulio centras, O; — 
atkarpos OO, vidurio taškas. OB, — rutulio 
spindulys. 


Rutulys vadinamas apibrėžtu apie ritinį, jei 
ritinio pagrindai yra rutulio pjūviai. 
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Rutulys vadinamas apibrėžtu apie kūgį, jei 
kūgio pagrindas yra rutulio pjūvis, o kūgio 
viršūnė priklauso rutulio paviršiui. 


Rutulys vadinamas įbrėžtu į kūgį, jei į kūgio 
ašinį pjūvį galima įbrėžti rutulio ašinį pjūvį. 


Į ritinį galima įbrėžti rutulį, jei ritinio aukštinė 
lygi pagrindo skersmeniui (Н = 27). 
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4.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


1. I taisyklingąją trikampę prizmę, kurios pagrindo kraštinė lygi 6 cm, o 
prizmės aukštinė — 12 cm, įbrėžtas ritinys. Raskite: 
a) ritinio tūrį, 
b) prizmės tūrį. 
Duota: AB = 6cm, AA, =12 ст. 
Rasti: a) V, b) Vpr. 

Sprendimas. 
1. Randame prizmės pagrindo plotą Spar: 


2 
е, $ 6 E ы. 


pagr 4 
2. Randame įbrėžto apskritimo spindulį r. 


pagr 


pagr 
n 


Kadangi $,,, = p.r ir p-9cm, tai r = 


r= zd = 43 ст. 
К A 3. Randame ritinio pagrindo plotą Spar: 
A D B S, =m, S, 7-3ncm. 


4. Randame ritinio tūrį Им: 
V, =S. H, ty. V, =3п:12 =36n cm). 


5. Randame prizmės tūrį Р,.: 
үзі 3 
V, =S, H, ty. V, 2943-12 210843 ст". 
Atsakymas. a) 361 ст”, b) 10843 cm’. 


2. Į ritinį, kurio tūris 896л ст”, о aukštinė 14 ст, įbrėžta taisyklingoji 
keturkampė prizmė. Apskaičiuokite: 

a) ritinio paviršiaus plotą, 

b) prizmės paviršiaus plotą, 

C) prizmės tūrį. 


Duota: V, = 896r cm, AA, = 14 cm. 
Rasti: a) S, b) Sp, c) V. 
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Sprendimas. 
1. Randame ritinio pagrindo spindulį R. 


Kadangi У, = Sod Чай S x 


pagr 


mx 


5,, = 64ncm', 8, = nR^, R=8cm. 
2. Randame prizmės pagrindo kraštinę a. 
AC =2R, ty. AC =2-8=16cm, 

АС? = АВ? + BC! =2AB*,ty. 4g. 4X. 
AB — 842 ст. 

3. Randame ritinio paviršiaus plotą 5,,: 

S, = 2nR(H + R), 

S, =2n-8-(14+8)=3522 cm". 

4. Randame prizmės paviršiaus plotą S»: 

5, 5,%28. ty. S, =а?, $, =з] ese, 

Sen = P-H, ty. 5, -4-842-14 = 4484/2 ст", 

5, = 44842 +2-128 = 4484/2 +256 = 64[7/2 +4)ст*. 

5. Randame prizmės tūrį И„: 

V, = 5, H, ty. V,=128-14=1792 cm. 


Atsakymas. a) 352л cm?, b) 64(74/2 +4) ст", c) 1792 cm. 


Į kūgį įbrėžta taisyklingoji keturkampė piramidė. Jos apotema lygi 
4cm, o šoninė siena pasvirusi į pagrindo plokštumą 60° kampu. 
Apskaičiuokite: 

a) kūgio tūrį, 

b) piramidės paviršiaus plotą, 

с) piramidės tūrį. 
Duota: SE = 4 ст, ZSEO = 60°. 
Rasti: a) V, b) Spir, c) Vi. 


Sprendimas. 
1. I$statiojo A SEO randame piramidės aukštinę SO: 


SO = SE -sin SEO, SO -4- sinn - 4-3. 2 en. 
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2. Randame piramidės pagrindo kraštinę AB. 
Kadangi OE = SE -cos 60°, OE =т= 2ст 
ir АВ -2.ОЕ, tai АВ = 4 cm. 


3. Randame kūgio pagrindo spindulį R. 
Iš stačiojo A BAD randame įstrižainę BD: 


BD: = AB! + АР?, 
BD! =4 «4! =32, Вр = 442. 


Kadangi R =ŽBD,tūi R 222 cm. 


4. Randame piramidės pagrindo plotą Spagr: 
$,, 74, $-4 =16cm'. 


pai 


5. Randame kūgio tūrį Иш: 
Vi, = Qu ‚Н, Va = 2-02) -243 = s ст). 
6. Randame piramidės paviršiaus plotą Sp»: 


1 1 
S, = S; л. ЖЕР Sa = РЬ, 5,.=-16-4=32 ат, 


S, =32+16 = 48 ст’. 
7. Randame piramidės tūrį Vp: 
mA -216-2/3- El cm". 


л тт 
Atsakymas. а) —— ie m^, b) 48 cm“, с) 2, Che. 


4. Piramidės pagrindas — statusis trikampis, kurio statiniai 3 dm ir 4 dm. Į 
piramidę įbrėžtas kūgis. Jo sudaromoji pasvirusi į pagrindo plokštumą 
30? kampu. Apskaičiuokite: 
a) piramidės tūrį, 
b) kūgio paviršiaus plotą, 
c) kūgio tūrį. 


Duota: AB =3 dm, BC = 4 ат, ZSDO = 30°. 
Rasti: a) Уш, Ы)5ы, С) Ры. 
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Sprendimas. 
1. Iš stačiojo А ABC randame kraštinę AC: 
АС? = AB! + BC", AC! 23! +4? = 25, 
AC = 5 cm. 


2. Randame piramidės pagrindo plotą Spa: 
1 

S „ =- АВ. ВС, 
2 
1 

S. Sr esa. 


Randame kūgio pagrindo spindulį r. 


Kadangi S» = p:r, p=6, bira е. jus a dua 
р 6 
Iš stačiojo A SDO randame kūgio sudaromaja /(/ = SD ): 
OD 
E Des NND IN 
cos SDO cos309 45 3 
2 


Iš stačiojo A SDO randame kūgio (piramidės) aukštinę Н ( H = SO ): 


H=OD-tgSDO, H =1:tg30° = 13335 a, 


Randame piramidės tūrį И„: 
1.43 5 
Var =Z S poer H, d rE ue -— 


Randame kūgio paviršiaus plotą S: 


S - nr(r +1), s. 2B 2 шы 


3 
8. Randame kūgio tūrį V: 


Va = т H, Vag lm р. 3. _ Мт dm’. 
3 9 
Atsakymas. a) 23 a, b) Bu dm’, c) Уз im 
9 
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5. 


į kūgį įbrėžta taisyklingoji nupjautinė trikampė piramidė. Jos л. ар 
pagrindas įbrėžtas į kūgio pagrindą. Apatinio pagrindo es € 
didesnis už viršutinio pagrindo plotą. „Kūgio б ур1 Я 
sudaromoji — 10 m. Apskaičiuokite nupjautinės piramidės: 

a) aukštinę, b) tūrį. 


Duota: Sac -45,,. SO =8 m, SC =10 т. 
Rasti: а) ОО, b) Vu. 
Sprendimas. f 
1. Iš stačiojo A SCO randame apatinio kūgio 
pagrindo spindulį R (R= OC): 
OC! = SC? — SO', OC? =10° –8 = 36, 
OC = 6m. f f 
2. Randame piramidés apatinio pagrindo 
plotą S, · f | 
Kadangi А ABC - lygiakraštis, tai trikampio krastiné a randama i$ 
formulés: a — R43, a= 645 m. 
„ESB ç o- 6/3 ЭЗ _ 7 m. 
S Lac i 4 , pagr 4 
3. Randame viršutinio piramidės pagrindo plotą S,,,c . 
| 1 "E 2743 ЕЯ 
Kadangi Suse = 45,4вс, tal Sauna = = Wa 4 
4. Randame nupjautinės piramidės aukštinę A (h = 00,). 


~A SOC, о ~S =k’, tai koeficientas 
i ASOC ~AS —— = tai pana$umo koefici 
Kadangi (С, ; NS , tai 
145 SO, 1 
27 “ ad ER Tada -----, SO,-4m. 
k? ——i:2N3-—, k Я ада i 


Vadinasi, OO, = 4 m. 
5. Randame nupjautinės piramidės tūrį Vn: 


ЖЫ 245, +5,+ 49, 5, ) à 


HB 2143 | (13548 , 2743 635 m. 
ETE "EE 


Atsakymas. a) 4 m, b) 6343 т’. 
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Taisyklingosios nupjautinės keturkampės piramidės apatinio pagrindo 
kraštinė lygi 12 dm, viršutinio — 2 dm, apotema — 13 dm. Į piramidę 
įbrėžtas nupjautinis kūgis. Raskite: 

a) nupjautinės piramidės tūrį, 

b) nupjautinio kūgio paviršiaus plotą, 

€) nupjautinio kūgio tūrį. 


Опо: АВ =12 dm, AB, = 2 dm, EE, = 13 dm. 
Rasti: a) И, Ы) 5, с) Va. 

Sprendimas. 
1. Randame kūgio apatinio ir viršutinio 
pagrindų spindulius R ir r. 


R- 7 4B, R=6dm, "= LAB, r -ldm. 


2. Randame nupjautinio kūgio (piramidės) 
aukštinę ОО). 


0, E, Kadangi KE = OE — O E,, tai 
KE =6—1=5 dm, o OO, = EK, OO, = 5 dm. 
p Iš A E KE randame Е.К: 
EK’ = EE? - KE", 
NEN i EK? =13 - 2144, EK =12 dm. 


3. Randame nupjautinės piramidės tūrį V 
V, == Н(5, +S: Y CET] 
S, 212! - 144 dm, S, = 2? = 4 dm", 
V, - 12(14 +4 124-4 )- 688 dm’. 


4. Randame nupjautinio kūgio paviršiaus plotą S. 
S=5 +S, +S, S, = (R+r)-l, S, = n(6+1)-13 = 91x dm". 
Kadangi R = 6 dm, tai S, = R^, S, =361 dm", o r=1 dm „tai 
S, = 1 dm". Vadinasi, S -91n 4-361 +n —128n dm". 

5. Randame nupjautinio kūgio tūrį Va 


A = зант +R-r), V,, = n:12(36+1+6)=172x ат. 


Atsakymas. а) 688 dm, b) 1287 ат’, c) 172л dm’. 
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Iš ritinio, kurio tūris 1024л ст”, ištekintas didžiausias galimas rutulys. 
Apskaičiuokite: 

a) ritinio paviršiaus plotą, 
b) rutulio tūrį. 


Duota: V, = 10241 cm". 


L Rasti: а) Snn b) V... 

p Sprendimas. 
1. Randame ritinio pagrindo spindulį R. 
Kadangi ritinio aukštinė H = 2R, tai 


V, = nR H = 2nR", 2nR' -1024л, R=8 cm. 


2. Randame ritinio paviršiaus plotą S: 
S=2nR(R + H), S = 2n-8(8 +16)=384т cm’. 


3. Randame rutulio tūrį V: 


Pala gd teque 


5 “= ncm. 


2048 
Atsakymas. a) 3841 ст", b) S cm“. 


Į rutulį, kurio spindulys 20 cm, įbrėžtas ritinys. Ritinio aukštinė lygi 
24 cm. Apskaičiuokite: 

a) ritinio tūrį, 

b) ritinio paviršiaus plotą, 
c) rutulio paviršiaus plotą. 


Duota: OC = 20 cm, AB = 24 cm. 
Rasti: a) Va, Б) Sin, с) Sau 
Sprendimas. 
1. Iš stačiojo A ACO randame ritinio pagrindo 
spindulį r. 
Kadangi OA - 4B. ty. ОА =12 ст, ir 


АС? = ОС? + ОА’, 

tai AC? = 20° -12? = 256, AC =16 cm. Vadinasi, r -16 ст. 
2. Randame ritinio tūrį И„: 

V, =nr°H, V, 21-16-24 = 6144n cm". 
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3. Randame ritinio paviršiaus plotą 5, 
S, =2nr(r+H), 5, = 2n-16(16 +24) = 1280 cm? = 12,82 dm". 
4. Randame rutulio paviršiaus plotą 5: 
S = 4пА?, S. = 4n- 20? =16r dm". 
Atsakymas. a) 61441 ст’, b) 12,8л dm“, c) 16л dm. 


Taisyklingosios keturkampės piramidės aukštinė lygi 4 m, pagrindo 
kraštinė — 4 m. Apskaičiuokite apie ją apibrėžto rutulio paviršiaus plotą. 
Duota: SO, - 4m, AB =4 т. 
Rasti: Sp. 
Sprendimas. 
1.18 stačiojo А BCD randame BD: 
Вр? = BC? +Ср?, BD'z4!'44!z32, 
BD = 442 т. 
2. Randame rutulio spindulį R. 
Pažymime SO = x. Tada OE =4- x. 
Iš stačiojo A BOE randame OB: 


ОВ? = ВЕ? + OE’. Kadangi ВО-5О-х, ВЕ =: Вр, ВЕ = 242 m, 
tai galime sudaryti lygti х? = б J + (4 - x) , kurią išsprendę randame, 
kad х=3 т, ty. R = 3 т. 


3. Randame rutulio paviršių S: 
S=4nR', 5 = 4n-3! = 36n m. 


Atsakymas. 361 m°. 


10. Į taisyklingąją keturkampę piramidę įbrėžtas rutulys. Piramidės 
pagrindo kraštinės ilgis lygus 12 cm, o plokščiasis kampas prie jos 
viršūnės lygus 30*. Apskaičiuokite rutulio paviršiaus plotą. 


Duota: AB = BC = CD = AD =12 ст, 
ZBSC = 30°. 
Rasti: S... 


Sprendimas. 
1. Iš A BSN randame piramidės apotema SN: 
SN = BN :ctg15?, SN = 6: ctg15°. 
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Iš stačiojo A SON , taikydami Pitagoro teoremą, randame piramidės 
aukštinę SO: 
О? = SN? -ON", 


= (6:c1g159) — 6° = 36-(cig^15?-1)- 36-| 


ll. Į piramidę, kurios pagrindas yra rombas su smailiuoju kampu а, 
įbrėžtas spindulio R rutulys. Piramidės šoninės sienos su pagrindo 
plokštuma sudaro vieną ir tą patį kampą g. Rasti piramidės tūrį. 


cos 15° | 
sin? 15? 


3 Sprendimas. 
)- Iš piramidės SABCD viršūnės S išveskime 
aukštinę SO, o iš pagrindo (rombo) viršūnės A 
išveskime rombo aukštinę AK. Per pagrindo 
įstrižainių susikirtimo tašką O (rutulio pagrindo 
plokštumos lietimosi tašką) išveskime atkarpą 
c EF, lygiagrečią pagrindo aukštinei AK. Aišku, 


e--- 


іп? 15°  sin'159' 


cos? 15? — sin? 15° cos309 — 1843 
wie n E M ҮЗ. а саара 
sin? 15? 


--4 
1 


Vadinasi, 80 ===. А kad ЕЕ = АК - pagrindo aukštinė. Pagal 
зіп 15 ` sąlygą ZABC = а — rombo smailusis kampas. 
M К = В Kampai SFE іг SEF уга dvisienių kampų, 
Randame rutulio spindulį OK (O,K = r). 5 kuriuos sudaro šoninės sienos SBC ir SAD su 
SN OS pagrindo plokštuma, tiesiniai kampai. Pagal 

ш----, ty. š M CAE š 
Kadangi А OSN ~ А OK, tai 5с ON OK y salyga ZSFE - ZSEF - q. Vadinasi, trikampis 


SEF - lygiašonis (kampai prie pagrindo lygūs). 
A243 | 4 Rutulio centras O, yra piramidės aukštinės ir 
6:ctgl5? 159 Iš šios lygybės randame r: А kampo SEF pusiaukampinės EO, susikirtimo 
6 = r ` GA À taškas. Jeigu nagrinétume piramidės pjūvį, 
НЕГІ Е АҒ gautą perkirtus ja plokštuma, einančia per 
БЕС 243 r-(ctgl5e н) 20S, T piramidės viršūnę S, aukštinę SO ir atkarpą EF, 
ы sin15° ' sin15° tai pjūvis уга į lygiašonį trikampį SEF įbrėžtas skritulys, kurio centras О). 
Ras MES 1 1 
32,3 - sinis? А 3 РИД Piramidės tūris V, „= 35" Ruya s 
7 біп159. sin15? + cos 159) 7 sinlS?-4-coslS? Rasime pagrindo kraštinę АВ, aukštinę EF ir piramidės aukštinę 
H = SO. Iš stačiojo x us ABK randame AB: 
tulio paviršiaus plotą S: 
4. Randame rutulio p p AB= ud - (1) (АК = EF). 
sina sina 
S = 4nr!, Iš stačiojo trikampio O,OF rasime OF: 
2 
ERES , ои 2 OF = OO, eg - к-сі 2, čia R = OO, - rutulio spindulys. 
pM зіп15° + соѕ15° | зіп 15° + 2sin15? cos 15? cos" 15? 


Тада EF -20F =2R-cig 2 Q). 
Дд. GM e md = 48431 cm". 


(2) išraišką įrašome į (1) vietoje EF ir gauname, kad rombo kraštinė 
E + sin l«sin309 | 


— 2R-ctg 2 
2 DA en 
Atsakymas. 48 3n cm“. MMC 
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Iš stačiojo trikampio SOF randame piramidės aukštinę SO: 
SO = OF -tgp = К. cig 7 tgo (4). 


Surašę (2), (3) ir (4) išraiškas į anksčiau gautas piramidės tūrio išraišką, 
2R-cig z 4R'ctg? 9 еф 
.2К с-ту R-ctg > (go Mine Жек 


turime „= : 2 
sina 2 3sina 


1 
” 3 


4R'ctg? T tgo 
Atsakymas. MS зеді 
3sina 


. Rutulio spindulys lygus 12 ст. Į ji įbrėžta taisyklingoji trikampė 


prizmė, kurios pagrindo plotas lygus 2743 cm^. Apskaičiuokite 


prizmés: 
a) paviršiaus plotą, 


Duota: S,,c = 2743 cm, OC =12 cm. 
Rasti: a) Spn b) V... 

Sprendimas. 
1. Randame pagrindo kraštinę a. 


2 2 
S а 28 as a = 643 cm. 


pagr 


2. Randame apie prizmės pagrindą apibrėžto 


apskritimo spindulį CD. 
Kadangi A АВС yra lygiakraštis trikampis, tai R = =з 
Vadinasi, СР = ы = 6 cm. 


3. Išstačiojo А ODC randame OD: 

Ор? = OC: - CD, ОР? «12? — 6? =108, OD = 643 cm. 
4. Randame prizmės aukštinę DD;: 

DD, -2-Ор, DD, 21243 ст. 
5. Randame prizmės paviršiaus plotą S: 

5-5, 428, Sen = P- H, $,, 71843-1243 = 648 cm", 
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S = 648 5445 = 54(12 + V3 Jem”. 
6. Randame prizmės tūrį V: 
У-5,,-Н, /-27У3.12/3 =972 cm. 


Atsakymas. а) 54(2 4-3 )ст?, b) 972 cm”. 


„ Į rutulį įbrėžtas kūgis. Kūgio aukštinė lygi 3 cm, o pagrindo spindulys — 
343 cm. Apskaičiuokite: 

a) rutulio tūrį, 
b) kūgio tūrį. 


Duota: SC =3cm, AC = 343 cm. 
Rasti: a) И, b) Ving. 


Sprendimas. 


1. I$ A ASC randame kügio sudaromaja AS: 
AS = AC! +8С°, 45° - (3J +32 236, 
AS = бст. 

2. Randame A ASB plota. 

Kadangi А ASB yra kūgio ašinis pjūvis, о 
rutulio spindulys OA — apie šį trikampį 
apibrėžto apskritimo spindulys, todėl 


1 
ži = 4В-5С, Soay -2:6/:3-943 ст. 


3. Randame rutulio spindulį R (R = OA): 
в=#®`© n. $:6:643 


, R=—— — p zf= 6 cm. 
4S our 4. 943 
4. Randame rutulio tūrį Ул: 
V. =n, V. -ine = 2881 cm’. 


5. Randame kūgio tūrį Иш: 
1 1 
Fe = лг), Vus = лү] 3e 27% em. 


Atsakymas. a) 288л ст’, b) 27r cm°`. 
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14. 
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Į kūgį, kurio aukštinė lygi 8 ст, o sudaromoji — 10 cm, įbrėžtas rutulys. 
Apskaičiuokite: 
a) kūgio paviršiaus plotą, 
b) rutulio tūrį. 
Duota: SC =8cm, AS =10 cm. 
Rasti: a) Sag, b) Vau. 

Sprendimas. 
1. Randame kūgio pagrindo spindulį R 
(R= AC): 
Н AC? = AS? —SC?, 
CE AC? «10! - 8' 236, AC =6, R = 6 cm. 
2. Randame kūgio ašinio pjūvio ASB plotą: 


Suu => АВ-5С, Sus 7 12:8 48 ст? 


[o^] 


=== 


РНЕ НЕА. 


-- 


--. 


4 


Randame rutulio spindulį r (r = OC). 
25 A 2-48 


Kadangi 5,2 hu P = 332 cm, tai r = p dei өбеді. 
Randame rutulio tūrį V: 
ү, ‚ул, V. Е, = 36n ст’. 


Randame kūgio paviršiaus plotą S: 
S = nR(R +1), S=n-6(6+10) = 96 cm. 
Atsakymas. a) 96л ст", b) 36r cm". 


Sprendimas. 

Rutulį perkirskime plokštuma, einančia рег 
kūgio ašį. Pjūvis yra rutulio didysis skritulys, į 
kurį įbrėžtas lygiašonis trikampis — ABS. 
Lygiašonio trikampio kampas prie viršūnės 
pagal sąlygą lygus a, kraštinės AS ir SB yra 
kūgio sudaromosios, o pagrindas АВ — kūgio 
pagrindo skersmuo. Kūgio aukštinę 50 
pratęskime ікі susikirtimo su didžiuoju 
skrituliu. Kūgio ašis SO kerta skritulį taške E. 


S Trikampio ESA kampas SAE - status, nes jis 
remiasi į skritulio skersmenį. Taigi trikampis 
ESA statusis, јо įžambinė SE =2R, 


ZASE == (SO — lygiašonio trikampio ASB 


kampo S pusiaukampinė), statinis AS =/ — 
A B kūgio sudaromoji. 


E Iš stataus trikampio ESA: AS = 2R "сов. 


Iš stataus trikampio 405 randame kūgio pagrindo spindulį r = AO ir 
aukštinę H = SO: 


к-АО- AS sin = 2Rcos Š-sin= = Rsina, 


Н = SO = AS соз = = 2Rcos Š. cos Š  2R cos? S. 
2 2 2 2 


Atsakymas. 2Rcos S, 2Rcos >, Rsina. 


Duota: AC, =15 cm, AC = 24 cm, CC, =27 cm. 
Rasti: AO. 
Sprendimas. 
Pažymime OC = x. Tada OC, = 27 - x. 
Iš stačiojo A АСО išreiškiame A O: 
AQ = АС} CO, 
AQ! 215! «(27 - х) = 225+ 729 -54x + x? = 
2954 —54x 4 x°. 
I$ stačiojo A ACO išreiškiame AO: 
AO! = AC! + CO', АО? 224! + х? = 576 + x°. 
Kadangi AO= AO, tai galima sulyginti abi gautas išraiškas 
576 + x? 2954 — 54x + x°. Išsprendę šią lygtį, randame, kad x = 7 cm. 
Randame rutulio spindulį R (R = 40): 
R? =576+7° 2625, R = 25 cm. 


Atsakymas. 25 cm. 
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17. Nupjautinio kūgio apatinio pagrindo spindulys lygus rı, o viršutinio — 
ғ. Kūgio sudaromoji su pagrindo plokštuma sudaro kampą a. Rasti 
apie tokį nupjautinį kūgį apibrėžto rutulio spindulį. 


Sprendimas. 
Rutulio pjūvis, gautas jį perkirtus plokštuma, 
einančia per nupjautinio kūgio ašį ОО, yra 
didysis rutulio skritulys, į kurį įbrėžta trapecija 
ABCD. Nagrinėsime trikampį ABC, kuris taip 
pat yra įbrėžtas į didįjį rutulio skritulį. Šiame 
trikampyje ZCBA = a. 
Iš trikampio АВС, remiantis sinusų teorema, 

a =2R, ty. AC =2Rsina. 

sina 

Vadinasi, tam, kad rastume rutulio spindulį R, reikia apskaičiuoti AC. Iš 
taško C nuleisime statmenį CE į kraštinę AB. Aišku, kad АО, =r, o 


DO, =. Todėl АЕ =r +r, BE=r -r, Iš stataus trikampio ВСЕ 
CE = (r, - n): tga, todėl pagal Pitagoro teorema: 


AC = J AE! + СЕ? = Ir tn) *(n- n) а ат 
Jr. ny cos a +(r —т,) sin? a = : Үл + 2r: n, соз 20. 
cos о. 


cosa 


Vadinasi p= AC МТ +" +21: 029. 
: 2sina sin2a É 
Atsakymas, VV + + 25 ` n cos 20 


sin 2a. 


18. Į nupjautinį kūgį įbrėžtas rutulys. Kūgio sudaromoji lygi 12 cm ir 
pasvirusi į pagrindo plokštumą 60? kampu. Raskite: 
a) nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotą, 
b) nupjautinio kūgio tūrį, 

c) rutulio tūrį. 


Duota: AA, =12 cm, ZA АВ = 60°. 
Rasti: a) Ssn Б) Из, С) И. 
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Sprendimas. 
1. Iš stačiojo А ААК randame AK ir kūgio 
aukštinę Н (H = АК). 
AK = AA -cos 60°, AK -12-5-6<т. 


5 


AK = AA, - sin 60°, AK = 12:35 Бат, 


H = 645 cm. 

2. Randame  nupjautinio kūgio pagrindų 
spindulius r ir R. 

Kadangi lygiašonė trapecija  АА,С|С yra 
apibrėžtinis keturkampis, tai jos priešingųjų 
kraštinių ilgių sumos lygios, t.y. 

AA, + СС, = AC + AC, 

Kadangi AC =2R, o AC, =2r, beto, 

R=r+6 (AB = AC « CB), tai gauname: 

2R+2r=2-12, R+r=12, 

r+6+r=12, 2r=6, r=3cm. Vadinasi, R=12-3=9 ст. 

Randame nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus plotą S,.,: 

S. = "(В +r)-l, 

5,, = (9 +3)-12 = 1447 cm’. 

Randame nupjautinio kūgio tūrį И: 


у. = nH(R +r°+R-r), 


V = у л6уз(' +3? +9-3)= 2V3n(81+9+27)= 23443 cm. 


Randame rutulio tūrį V... 
Rutulio spindulys r, lygus pusei nupjautinio kūgio aukštinės, 


ty. n -H. n 7343 cm. 
M 4 
Vadinasi, V, =S mn), V. - i5) - 108435 cm. 


Atsakymas. a) 1447 сті, b) 2344/31 cm), c) 108 3n cm". 
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19. 


Į kūgį. kurio pagrindo spindulys R ir aukštinė H, įbrėžtas ritinys. 
a) Ritinio spindulį pažymėję x parodykite, kad ritinio tūris 
Vx) mé ALB 

b) Raskite, koks turi būti ritinio pagrindo spindulys x ir aukštinė A, kad į 
kūgį įbrėžto ritinio tūris būtų didžiausias. 


Sprendimas. 
Ritinio tūris V = nr" A. 
: 50 OB 
Kadangi А SO,B ~ А SOA, tai о = D 


Pagal uždavinio sąlygą turime, kad OO, = h, 
OA=R, SO= H, OB-x, o 80, = H -h. 


Tada EA EL iš čia La m 
H R 


Gautą išraišką įstatę į ritinio tūrio formulę, gauname: 


Vu ЕЖЕ 
R 
Randame funkcijos V(x) kritinius taškus: 


v) - [Eque -нг) | - (2RHx -3Hx')- ZE (ок -3х). 


у'(у)=0, E (an -33)-0, 1-2 (x=0 netinka). 


Reikia įrodyti, kad x = a yra maksimumo taškas, kai x € (0; R). 


2R). 2R > 
Pasirenkame reikšmes iš intervalų (o zr) ir (2; R) ir nustatome 


funkcijos V(x) ženklus šiuose intervaluose. 
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max 
0 2R R x 
Kai х= —, tai 3 
p(R) хна [р ЗЕ) nH R mHR (ЖҮ, 
2 2R 2 2173 4 2 


Kai x = 20 tai 

5 
v(2)- та p IR) 8. „2R SR LA y' AR <0. 

5 5R 5 5 5 25 5 
Vadinasi, x = E yra maksimumo taškas, o ritinio tūris su šia reikšme 
įgyja didžiausią reikšmę. 
Randame ritinio aukštinę A: 
2RH 

ka g -ЗЕН-ЭЯН RH BE 

R 3R 3R 3 

Atsakymas. b) x = 2 h= A 


. Į spindulio R rutulį reikia įbrėžti kūgį, kuris turėtų didžiausią šoninio 

paviršiaus plotą. 

a) Kokia turi būti kūgio aukštinė? 

b) Kam lygus didžiausias šoninio paviršiaus plotas? 
Sprendimas. 

Į rutulį, kurio centras yra O, ir spindulys R, 

įbrėžto kūgio aukštinę SO pažymėkime x: 

SO = x. Iš brėžinio matome, kad 

АО, = SO, = R. 

Kūgio  sudaromoj /= А5 о pagrindo 

spindulys r = AO. 

Randame atkarpos OO, ilgį: 

ОО, = SO — SO, =x-R. 

I$ stačiojo trikampio AOO,, remiantis Pitagoro teorema, randame ғ: 


r= R -(x- RJ = охх. 


I$ stačiojo trikampio 450, remiantis Pitagoro teorema, randame kūgio 
sudaromąją /: 


I= Jx: +r. 
I šia lygybe iraše gautaja r išraiška turime: 


I= J> КІРЕР; | = ух? +2xR - x? = J2xR. 
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Vadinasi, kūgio šoninio paviršiaus plotas 


Son = nl 2n 2xRQxR - x° ). 

Nagrinėsime funkciją f(x)-2xR(2xR — х?) ir rasime jos didžiausią 
reikšmę atkarpoje (0; 2R). Aišku, kad su šia x reikšme kūgio šoninio 
paviršiaus plotas bus didžiausias. Randame funkcijos / (x) išvestinę: 
/'(х)= (2xR(2xR - x! )) = 2Rx(4R - 3x). 

Randame funkcijos f(x) kritinius taškus: 


f'(x)- 0, 2Rx(4R —3x)- 0, kai х-0 (netinka), x = ЗА 
ARMES ; 4R ; ç 
Reikia irodyti, kad x 5 yra maksimumo taškas, kai x e (0; 2R). 


Pasirenkame reikšmes iš intervalų (o 4) ir E ж) іг nustatome 


3 
funkcijos f(x) išvestinės ženklus šiuose intervaluose. 
ыу 
Kadangi, kai х = R, 9 H 2R х 


tai f'(R)=2R*(4R -3R)=2R', f'(R)>0,0 


3R 3R 3R 9R 3R? 3R 
шіха аз | S R S aR a, а, 
шш „(2 | 2 2 "GR 


vadinasi, taškas x = a yra maksimumo taškas. 
Eher 22 а 4R 
Didžiausią reikšmę funkcija f(x) įgyja kritiniame taške x = o 


Vadinasi, kai kūgio aukštinė lygi A tai jo šoninio paviršiaus plotas 


Ssn уга didžiausias. Įrašę šią reikšmę į anksčiau gautąją Sson išraišką, 
randame ieškomąjį didžiausią šoninio paviršiaus plotą: 


| 4R 4R 4RY Ë 8л 
5 zml2.—R|2.—-.R-|— =. ——Ё' =——=Ё°. 
ш, 3 | 3 | 3 J 27 343 


4R 81 
Atsakymas. а) — ; b) — R? 
saaa) 
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4.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Į trikampę prizmę, kurios kraštinių santykis 
2:3:3, įbrėžtas ritinys, kurio pagrindo 
skersmuo lygus 2 cm. Prizmės aukštinė lygi 
4 cm. Apskaičiuokite: 

a) prizmės tūrį, 

b) ritinio tūrį. 


Į ritinį įbrėžta trikampė prizmė. Jos 
pagrindas — lygiašonis trikampis, kurio 
šoninės kraštinės 2 dm, o kampas tarp jų 
120*. Prizmės aukštinė 6 cm. Apskaičiuokite: 
a) ritinio tūrį, 

b) prizmės tūrį. 


Į statųjį gretasienį, kurio pagrindas rombas, įbrėžtas ritinys. Raskite 
gretasienio tūrį, jei žinoma, kad rombo mažesnioji įstrižainė lygi jo 
kraštinei. Ritinio pagrindo plotas lygus л дт’, o aukštinė — 6 dm. 


Į ritinį, kurio pagrindo plotas 72,25л ст”, įbrėžtas statusis gretasienis, 
kurio „pagrindo kraštinių perimetras lygus 46 cm. Apskaičiuokite 
gretasienio pagrindo plotą. 


Į ritinį įbrėžta taisyklingoji trikampė prizmė, 
о į prizmę įbrėžtas ritinys. Raskite ritinių 
tūrių santykį. 


Į taisyklingąją šešiakampę prizmę, kurios 
kiekviena briauna lygi 4 cm, įbrėžtas ritinys. 
Raskite: 

a) ritinio tūrį, 

b) prizmės tūrį. 
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7. 


11. 


14. 
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Į ritinį įbrėžta prizmė, kurios pagrindas — 
statusis trikampis. Jo vienas kampas lygus 
30% prieš jį esantis statinis — 2 m. Per tą 
statinį einančios sienos įstrižainė pasvirusi į 
pagrindo plokštumą 45* kampu. 
Apskaičiuokite: 

a) ritinio tūrį, 

b) šoninio paviršiaus plotą, 30° 
с) prizmės tūrį. 


Į rutulį įbrėžtas ritinys, о į ritinį — rutulys. Raskite šių rutulių paviršių 
plotų santykį. 


Į rutulį įbrėžtas ritinys, o į ritinį — rutulys. Raskite tų rutulių tūrių 
santykį. 


. Kūgio pagrindo spindulys lygus 12 cm, o aukštinė 18 cm. Į kūgį įbrėžta 


taisyklingoji trikampė prizmė, kurios šoninės sienos — kvadratai. 


Raskite prizmės briauną. 


Kūgio pagrindo spindulys 6 cm, o aukštinė 
10 cm. Raskite į kūgį įbrėžto kubo briauną. 


. Į kūgį įbrėžta taisyklingoji keturkampė piramidė, kurios apotema lygi 


2cm ir pasvirusi į pagrindo plokštumą 60? kampu. Apskaičiuokite 
kūgio tūrį. 


. Į taisyklingąją trikampę piramidę įbrėžtas 


kūgis. Kūgio sudaromoji pasvirusi į pagrindo 

plokštumą 45? kampu. Kūgio aukštinė lygi 

1 dm. Apskaičiuokite: 

a) piramidės tūrį, 6а V 
b) kūgio tūrį. N рш 


Piramidës pagrindas — rombas, kurio krastiné lygi 2a, smailusis kampas 
a. | piramidę įbrėžtas kūgis. Jo sudaromoji pasvirusi į pagrindo 
plokštumą kampu a. Raskite piramidės tūrį. 


15; 


16. 


20. 


21. 


. Taisyklingoji trikampė prizmė įbrėžta į 


Į taisyklingąją nupjautinę trikampę piramidę 
įbrėžtas nupjautinis kūgis. Apie piramidės 
pagrindus apibrėžtų apskritimų spinduliai 
lygūs 2 m ir 8 m. Piramidės šoninė briauna 
lygi 2413 m. Apskaičiuokite: 

a) nupjautinés piramides aukstine, 

b) nupjautinio kūgio tūrį. 


( 
Ç 
| 


I nupjautinį kūgį įbrėžta taisyklingoji 
trikampė nupjautinė piramidė. Jos pagrindų 
kraštinių ilgiai lygūs a ir 2a, šoninės 
briaunos pasvirusios į pagrindo plokštumą 
kampu а. Apskaičiuokite nupjautinio kūgio: 
a) šoninio paviršiaus plotą, 

b) tūrį. 


== 


rutulj; kurio spindulys 8ст.  Prizmés 
pagrindo briauna lygi 6 cm. Apskaičiuokite 
prizmės aukštinę. 


. Taisyklingoji šešiakampė prizmė įbrėžta į rutulį, kurio spindulys lygus 


12 cm. Prizmės pagrindo briauna lygi 8 cm. Apskaičiuokite prizmės 
tūrį. 


. Raskite į kubą įbrėžto rutulio ir apie tą patį kubą apibrėžto rutulio 


paviršių plotų santykį. 


Piramidės pagrindas yra taisyklingasis trikampis, kurio kraštinė lygi 
3 dm. Viena šoninė briauna lygi 2 dm ir statmena piramidės pagrindui. 
Apskaičiuokite apie piramidę apibrėžto rutulio spindulį. 
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Iš varinio ritinio, kurio aukštis lygus 
pagrindo skersmeniui, ištekintas didžiausias 
galimas rutulys. Ritinio aukštis 8 cm. 
Apskaičiuokite: 
a) ritinio tūrį, 
b) rutulio masę, jei vario tankis 8,9 -Ž—, 

cm 


с) kiek procentų sudaro atliekos. 


22: 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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Į rutulį, kurio spindulys lygus 10 cm, 
įbrėžtas ritinys, kurio aukštinė 16 cm. 
Apskaičiuokite: 

a) ritinio tūrį, 

b) rutulio paviršiaus plotą, 

с) užbrūkšniuotos rutulio nuopjovos tūrį. 


Į kūgį, kurio ašinis pjūvis yra lygiakraštis 
trikampis, įbrėžto rutulio spindulys lygus 
V3cm. Apskaičiuokite kūgio: 


a) tūrį, 
b) šoninio paviršiaus plotą. 


—— 
Į rutulį, kurio spindulys S m įbrėžtas 
A , 
kūgis, kurio ašinis pjūvis уга taisyklingasis 
trikampis. Apskaičiuokite kūgio: 
a) tūrį, 
b) šoninio paviršiaus plotą. қ” 


Į kūgį, kurio ašinis pjūvis - lygiakraštis 
trikampis, įbrėžtas rutulys. Rutulio tūris V. 
Apskaičiuokite kūgio tūrį. 


Į kūgį, kurio ašinis pjūvis — lygiakraštis trikampis, įbrėžtas rutulys. 


Raskite kūgio ir rutulio tūrių santykį. 


Rutulio spindulys lygus R. Į rutulį įbrėžtas 
kūgis. Kūgio šoninio paviršiaus plotas du kartus 
didesnis už pagrindo plotą. Raskite kūgio: 

a) spindulį, 

b) aukštinę, 

c) tūrį. 


Kūgio pagrindo spindulys lygus a, o 
sudaromoji pasvirusi į pagrindo plokštumą 
kampu 2a. Į kūgį įbrėžtas rutulys. Raskite: 

a) kūgio sudaromąją, 

b) rutulio spindulį, 

c) rutulio tūrį. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


Pusrutulis ir į jį įbrėžtas kūgis turi bendrą pagrindą ir bendrą aukštinę. 
Per aukštinės vidurį išvesta pagrindui lygiagreti plokštuma. Įrodykite, 
kad pjūvio, esančio tarp kūgio šoninio paviršiaus ir pusrutulio 
paviršiaus, plotas lygus pusei pagrindo ploto. 


Rutulys, kurio spindulys 18 cm, įbrėžtas į nupjautinį kūgį. Kūgio 
sudaromoji pasvirusi į apatinio pagrindo plokštumą 60? kampu. 
Apskaičiuokite: 

a) nupjautinio kūgio pagrindų spindulius, 

b) sudaromąją. 


Į nupjautinį kūgį įbrėžtas rutulys. Kūgio 
sudaromoji pasvirusi į pagrindo plokštumą 
60% kampu. Rutulio spindulys lygus a. 
Raskite nupjautinio kūgio tūrį. 


Į rutulį, kurio spindulys R, įbrėžtas ritinys. 
Kokia turi būti ritinio aukštinė ir pagrindo 
spindulys, kad jo tūris būtų didžiausias? 

pa. 
Apibrėžto apie pusrutulį, kurio spindulys R, kūgio pagrindo centras 
sutampa su rutulio centru. Kokia turi būti kūgio aukštinė, kad jo tūris 
būtų mažiausias? 


Apie rutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas 
kūgis. Kokia turi būti kūgio aukštinė H, kad 
kūgio tūris būtų mažiausias? 


Į pusrutulį, kurio spindulys 4 cm, įbrėžtas ritinys. Ritinio pagrindas 
sutampa su plokštuma, ribojančia pusrutulį. Koks turi būti ritinio 
pagrindo spindulys, kad ritinio tūris būtų didžiausias? 


Į pusrutulį, kurio spindulys 4 cm, įbrėžtas ritinys. Ritinio pagrindas 
sutampa su plokštuma, ribojančią pusrutulį. Kokia turi būti ritinio 
aukštinė, kad jo šoninio paviršiaus plotas būtų didžiausias? 


Eo 


Į pusrutulį, kurio spindulys lygus 3 cm, 
įbrėžtas kūgis taip, kad kūgio viršūnė yra 
pusrutulio centre. Su kuria kūgio pagrindo 
spindulio reikšme šio kūgio tūris bus 
didžiausias? 
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5 skyrius. Vektoriai erdvėje. Koordinačių metodas 
erdvėje 
5.1. Trumpa teorinė medžiaga 


4" Vektoriaus apibrėžimas. Vektorių rūšys. 


Vektoriumi vadinama kryptinė atkarpa, t.y. atkarpa, kurios nurodyta 
pradžia ir pabaiga. | 
Paveiksle pavaizduotas erdvés vektorius 
ū= AB , kurio pradžia yra taškas A, o pabaiga 
— taškas B. . 
Spindulio АВ kryptis vadinama vektoriaus 


AB kryptimi, o atkarpos AB ilgis — vektoriaus 
AB ilgiu. - 

Vektoriaus AB =а ilgis žymimas taip: 
= [48]. 
е  Kolinearieji erdvės vektoriai — nenuliniai vektoriai, esantys vienoje 


tiesėje arba lygiagrečiose tiesėse. 
e  Kolinearieji erdvės vektoriai gali būti vienakrypčiai ir priešpriešiai: 


Vienakrypčiai Priešpriešiai 


е Kolinearieji vienakrypčiai erdvės vektoriai, kurių ilgiai vienodi, 
vadinami lygiais. 
Kolinearieji priešpriešiai erdvės vektoriai, kurių ilgiai vienodi, 
vadinami priešingais. 


Lygūs vektoriai Priešingi vektoriai 


іші 


е Sakoma, kad vektorius AB lygiagretus plokštumai, jeigu tiesė AB 
lygiagreti tai plokštumai. 


Komplanariaisiais vadinami nenuliniai vektoriai, kurie yra lygiagretūs 
vienai ir tai pačiai plokštumai arba yra vienoje plokštumoje. 


C, В. Bet kurie du nenuliniai vektoriai visada 
e komplanarüs. Bet kurie trys vektoriai gali büti 
komplanarüs arba nekomplanarüs. Paveiksle 

pavaizduota trikampė prizmė | ABCA,B,C,. 

C B Vektoriai AC, AB ir C,B, komplanarüs, o 


М vektoriai AC, AB ir AA, nekomplanarüs. 


Trijų vektorių komplanarumo požymis. Jei vektorių c galima 
išreikšti nekolineariais vektoriais 4 ir Б, t.y. 

ё=хй+уЬ ‚(1) (x iry- kurie nors skaičiai), tai vektoriai à, b ir ë 
komplanarüs. 

Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei vektoriai 2, b ir ë komplanarūs, 
o vektoriai à, 5 nekolinearūs, tai vektorių c galima išreikšti vektoriais à 
ir b (ty. (1) formule), išraiškos (1) koeficientai (t.y. skaičiai x ir y) 
nusakomi vienareikšmiškai. 

Vektoriaus reiškimas trimis nekomplanariais vektoriais. 

Kiekvieną vektorių p vieninteliu būdu galima išreikšti trimis 
nekomplanariais vektoriais à, b ir ë ty. 


čia x, y ir z — tam tikri skaičiai, vadinami išraiškos koeficientais, 
išraiškos koeficientai nusakomi vienareikšmiškai. 


æ Vektorių veiksmai. 
e Vektorių sudėtis. 
Trikampio taisyklė Lygiagretainio taisyklė 


LA - 
а £ 

e. a 25 
5 а-ь 
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Jeigu trys vektoriai а,Ь irc nekomplanarūs, 
tai jų sumą galima rasti pagal gretasienio 
taisyklę: vektorius ū+b+€ vaizduojamas 
įstrižaine gretasienio, kurio matmenys (ilgis, 
plotis ir aukštis) yra minėti vektoriai, turintys 
bendrą pradžią: 


4-00. =ū+b+C. 


—n = Б 


A 


© 
ai 


i» 
ei 
A! 
сі 
| 
54 


ҮРКЕ. SB sess =й. 
L Я 
74 25 
1 
-74 -2b 
«——— < 


Vektoriai а ir Ка yra vienakrypčiai, kai k >0 ir priešpriešiai, kai 
k «0. 


9 Stačiakampė koordinačių sistema 


Kai per erdvės tašką išvestos trys viena 
kitai statmenos tiesės, kiekvienoje jų 
pasirinkta kryptis ir pasirinktas atkarpų 
matavimo vienetas, sakoma, kad erdvėje 
turime stačiakampę koordinačių sistemą. 
Minėtos tiesės, kuriose pasirinktos kryptys, 
vadinamos koordinačių ašimis, o jų 
bendras taškas — koordinačių pradžia. 
Dažniausiai jis žymimas raide О. 
Koordinačių ašys žymimos šitaip: Ox, Oy, 
Oz. Jos vadinamos atitinkamai abscisių 
ašimi, ordinačių ašimi ir aplikačių ašimi. 
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Visa koordinačių sistema žymima Oxyz. Trys plokštumos, einančios per 
koordinačių ašis Ox ir Oy, Oy ir Oz, Oz ir Ox, vadinamos koordinačių 
plokštumomis ir žymimos Oxy, Oyz ir Ozx. 

Stačiakampėje koordinačių sistemoje kiekvieną erdvės tašką A atitinka 
trys skaičiai x, y ir z. Jie vadinami to taško koordinatėmis: A(x; y; z). Taško 
A pirmoji koordinatė x vadinama abscise, antroji koordinatė y — ordinate, 
trečioji koordinatė z — aplikate. 


9° Vektoriaus koordinatės 

Kiekviename teigiamajame pusašyje nuo koordinačių pradžios 
atidėkime vienetinį vektorių — vektorių, kurio ilgis lygus vienetui. Abscisių 
ašies vienetinį vektorių pažymėkime i , ordinačių ašies — j , aplikačių ašies 
— К. Vektorius i, 7. k vadinsime koordinatiniais vektoriais. 

Akivaizdu, kad šie vektoriai nekompla- 
narūs, todėl kiekvieną vektorių a vieninteliu 
būdu galima išreikšti pavidalu: 


išraiškos koeficientai x, y, z vadinami 
vektoriaus д  koordinatėmis turimoje 


koordinačių sistemoje; 7, j, — koordinatiniai 
vektoriai: i (1; 0; 0]- abscisių ašies (Ох) 
vienetinis vektorius (Д-1) j (0; 1; 0)- ordi- 


načių ašies (Oy) vienetinis vektorius (7 = 1) 
k ( 0; 0:1) — aplikačių ašies (Oz) vienetinis vektorius (г ш 1) 

Vektoriaus à koordinatės žymimos taip: 4 fx; y; z} 

9" Vektorių sumos, skirtumo, vektoriaus ir skaičiaus sandaugos 


koordinatės 


Žinant vektorių koordinates, galima rasti vektorių sumos, skirtumo, 
vektoriaus ir skaičiaus sandaugos koordinates. 


l. Jeia bi» 2.) ir b Гару: z,)- turimi vektoriai, tai vektoriaus d + b 
koordinatės yra (5, +x,, J, + y; Z, +z}, ty. kiekviena dviejų ar 
daugiau vektorių sumos koordinatė lygi tų vektorių atitinkamų 
koordinačių sumai. 
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2. Jei ū ios z]ir b fx; у; z,)- turimi vektoriai, tai vektoriaus à — b 
koordinatės yra {х, —X5 9,2, = 2}, су. kiekviena dvieju vektoriu 


Kampu a tarp vektorių à - OA іг b = OB 
vadinamas kampas tarp spinduliu OA ir OB, t.y. 


skirtumo koordinatė lygi tų vektorių atitinkamų koordinačių skirtumui. kampas АОВ. К 
s : Е ; w 5 А Kitaip sakant, kampas (агр vektoriu а іг 5 
3. ; y; zj- turim ,k- у à k : 
Jei álx y z) turimas vektorius, k — turimas skaičius, tai vektoriaus — tai kampas tarp jų krypčių. 


ka koordinatės yra ( kx; ky; kz), t.y. vektoriaus ir skaičiaus sandaugos 


kiekviena koordinatė lygi vektoriaus atitinkamos koordinatės ir to 
skaičiaus sandaugai. 


2^ Vektoriaus ilgio reiškimas vektoriaus koordinatémis. Kampas tarp vektorių gali įgyti reikšmes nuo 0° iki 180°. 
Vektoriaus a {х; y; z) ilgį galima apskaičiuoti taikant formulę: 


là Je +y zt. 


э Vektorių skaliarinė sandauga. Vektorių statmenumo sąlyga. < (a. b ) =0°. 


Кашраз tarp vektoriu а ir b žymimas taip: 
Да, Б). Taigi Да, Б)=а. 


Jei vektoriai d ir Б vienakryptiai, tai 


Dviejų vektorių skaliarinę sandaugą galima apskaičiuoti žinant tų 
vektorių koordinates. Vektorių a fx; y; z,]ir b {х2 AA skaliarinė 
sandauga išreiškiama formule: Jei vektoriai 4 ir b yra priešpriešiai, tai 


a-b=x-X,+y,-y, %2,:2,. Z (à, 5)- 1809. 


Du vektoriai d {х,; у; z,]ir b (x,; yy 2,} yra statmeni, jei ju skaliarinė 
sandauga lygi 0. 


Jei à Lb, tai 8: b = x, x, + y, ` y, + Z, ` Z, = 0. 
Jei kampas tarp vektoriu a ir b lygus 


Vektorių а ir b skaliarinę sandaugą galima apskaičiuoti taikant 


formulę: 90°, tai vektoriai 4 ir 5 _ уга statmeni 
(ortogonalüs). Zymime: à Lb. 

3 Taigi 2 (a, 5)=909, kai à 1 Б ir, atvirkščiai, 
čia |, Б — vektorių d ir b ilgiai, о а — kampas tarp vektorių 2 ir 5. je d Lb tai Z (a, b)- 909. 

Vektoriaus а skaliarinis kvadratas lygus jo ilgio kvadratui: 


Kampo a tarp erdvės vektorių a {х,; Ур z, Нг b i 35 z,) 
9 Kampo tarp dviejų erdvės vektorių sąvoka. Kampo tarp kosinusas apskaičiuojamas pagal formulę: 
dviejų erdvės vektorių skaičiavimas. 


m 3 X, * X, + y, ° %2,:2, 
Kampą tarp erdvės vektorių а іг b randame sekančiu būdu: vektorius ° 
=. Hy +z ух + y; +2 


á ir b atidedame 15 vieno erdvés taško. 
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“ Kampo tarp dviejų tiesių (susikertančių arba 
prasilenkiančių), radimas kai žinomos tų tiesių krypties 
vektorių koordinatės. 

Tiesės a krypties vektoriumi vadinamas nenulinis vektorius, kuris yra 
arba tiesėje a, arba jai lygiagrečioje tiesėje. 

Jeigu Kaina) ir 44) = 

atitinkamai tiesių a ir b krypties vektoriai, g — 


= a 
ЕЕ 0% 
i kampas tarp tiesių a ir b, tai 
b 


lx, <х, +V, `); +z, ` z,| 


r 2 2 2 2 2 a 
X ty tZ -үх, жу; tz 


4 b 
——— — 
æ Kosinusų kampų, kuriuos sudaro vektorius а su 
koordinatiniais vektoriais / , /, £ apskaičiavimas. 
Kosinusas kampo, kurį sudaro vektorius aí X; у; 2) su abscisių ašies 


Ox vienetiniu vektoriumi i , apskaičiuojamas taikant formule 


x 
ух? +y +z’ 


Kosinusas kampo, kurį sudaro vektorius 2{ x; y; z} su ordinačių ašies 


cos Z (a, i) = 


Oy vienetiniu vektoriumi j , apskaičiuojamas taikant formule 


Kosinusas kampo, kurį sudaro vektorius aí X; у; z) su aplikačių ašies 


Oz vienetiniu vektoriumi k, apskaičiuojamas taikant formulę 


2 


J? +y +z’ 


cos Z (a, k)- 


Teisinga lygybé 


2 Í; 5 
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ч" Erdvės vektorių kolinearumo sąlyga. 


Du vektoriai 4 ir b yra kolinearüs, jei egzistuoja toks skaičius k, kad 
būtų teisinga lygybė 


Vadinasi, jei du erdvės vektoriai G іс; у; z Нг b Íx,;y,; z lyra 
kolinearüs, tai jų atitinkamos koordinatės уга proporcingos, t.y. 


Atvirkščiai, jei dviejų erdvės vektorių atitinkamos koordinatės 
proporcingos, tai tie vektoriai kolinearüs. 


9 Atkarpos vidurio taško koordinačių radimas. Atstumo tarp 
dviejų erdvės taškų skaičiavimo formulė. Vektoriaus ilgio 
skaičiavimo formulė, kai žinomos jo pradžios ir galo 
koordinatės. 


2 


Jei koordinačių sistemoje Oxyz taško A 
BG; у»; 22) koordinatės уга (xı; у1; 21), taško В 
Cx; у; z) koordinatės — (x2; y»; 22), tai atkarpos AB 
vidurio taško С koordinates (x; y; 2) 

А(х\; у; 21) randame remdamiesi lygybémis: 


t.y. kiekviena atkarpos vidurio taško koordinatė lygi pusei jos galų 
atitinkamų koordinačių sumos. 


Atstumas tarp dviejų erdvės taškų A(xj; yi; zi) іг В(х;; у; 2) 
apskaičiuojamas remiantis formule: 


AB = (x, -x) *(», -») *(z, - z). 


Remiantis šia formule galima apskaičiuoti ir erdvės vektoriaus AB ilgį, 
kai jo pradžios A koordinatės уга (x,; y,; 2,), о galo B koordinatės уга 


(xz; yz; z2), tY. 


(x, -x) + (0, -a) +(z, -а/) . 
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= Sferos lygtis 


Sferos lygtį užrašysime dviem atvejais. 


1. Stačiakampėje koordinačių sistemoje 
Oxyz sferos, kurios spindulys R ir 
centras С (xo; уо; zo) , lygtis уга 


(x-x, -(у-у) *(z- zy = R°; 


2. Jei sferos centras sutampa su 
koordinačių pradžia O, tai apskritimo 
lygtis yra 
x +y’ +z’ = №; 
čia x, y, z — bet kurio sferos taško 
koordinatės, R — sferos spindulys. 


э Plokštumos lygtis 
Plokštumos, einančios per tašką (хо; yo; zo) ir 
H(a;b;c) statmenos vektoriui Л (a; b; c), lygtis yra 


Bendroji plokštumos lygtis: 


ax + by +cz + d = 0, 


čia koeficientai a, b, с yra plokštumai statmeno vektoriaus п koordinatės; 
vektorius ñ vadinamas plokštumos normalés vektoriumi. 

Dvi plokštumos, kurių lygtys yra 

ax+by+cz+d =0, (1) 

a,x+b,y+c,z+d,=0 (2) 

bus lygiagrečios tada ir tik tada, kai ju normalés vektoriai 
nía;b;c] ir п, a,;b,;c,| kolinearūs, ty. egzistuoja toks skaičius 
k x0, kad a, = Ка,; b, =kb,; c, =kc,. Dvi plokštumos, kurių lygtys yra 
(1) ir (2) , bus statmenos tada ir tik tada, kai jų normalės vektoriai 
fabje} ir A, a,; b c,] statmeni, t.y. kada ri, ri, = 0. 


A (Xo; Yo; 20) 
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2 Atskiri atvejai: 

1) 4-0. Koordinačių sistemos pradžia 
O(0;0;0) yra plokštumoje, t.y. 
plokštuma eina per koordinačių 
pradžią. 

2) Vienas iš koeficientų a, b, c lygus 
nuliui. Plokštuma lygiagreti vienai iš 
koordinačių ašių ir kerta kitas dvi. 
Pavyzdžiui, jei a = 0, tai normalės vektorius 1(0; b; c) statmenas (Ох) 

ašiai ir plokštuma lygiagreti (Ox) ašiai ir kerta kitas dvi koordinačių ašis 

(Oy) ir (Oz). 


3) Bendrojoje plokštumos lygtyje tiktai 

vienas iš koeficientų a, b arba c 
M nelygus nuliui, o kiti du lygüs nuliui. 
й(0;Ь;0) šiuo atveju plokštuma lygiagreti 
dviem koordinačių ašims, ty. 
lygiagreti vienai iš koordinačių 
plokštumų. Pavyzdžiui, jei b +0, o 
a=c=0, tai normales vektorius 
ñ (0; b; 0). 

Reiškia 7 1 (Ох)іг ñ 1 (Oz), o plokštuma, kurios lygtis by + d = 0, 
lygiagreti abscisių (Ox) ir aplikačių (Oz) ašims, t.y. lygiagreti koordinačių 
plokštumai Ozx. 


9 Kampo tarp tiesės ir plokštumos skaičiavimas, kai žinomos 
tiesės krypties vektoriaus koordinatės іг nenulinio 
vektoriaus, statmeno plokštumai, koordinatės. 


Sakykime, pí Xy z} — tiesės a krypties 
vektorius, ní 32535; z,) — nenulinis vektorius, 


statmenas plokštumai a (п – plokštumos с 
normalės vektorius). Tada kampas tarp tiesės a 
ir plokštumos a skaičiuojamas taikant formulę 


| | |К х, + у, +24:23] 


> p.n P: 
= соз 24р, п) = р DI 
sing сов (p A) |ñ: 2 X ty tz x, *yp ta 
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9 Kampo tarp dviejų plokštumų < ir / skaičiavimas. 
Sakykime, л, — vektorius, statmenas 
plokštumai с (plokštumos œ normalės 
Z <o vektorius), л, - vektorius, statmenas 
plokštumai Ø (plokštumos Ø normalės 
ЖЕ. vektorius). 


Tada kampas о tarp plokštumų с іг Ø skaičiuojamas remiantis 
formule 


S“ Atstumo nuo taško iki plokštumos skaičiavimas. 


M (x; Yo; Zo) Sakykime, duota plokštuma <, kurios 


lygtis уга ax+by+cz+d =0. Reikia rasti 
ЖЖ. atstumą о nuo taško M(x,;y,z,) iki 
duotosios plokštumos с. 


Šiam atstumui skaičiuoti taikoma formulė 


_ Jg, + by, + ez, + d| 
Va b e | 
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5.2. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 


K — tetraedro ABCD briaunos BC vidurys. 
Vektorių DK išreikškite vektoriais 


ü- DA, b= AB ir ë = AC. 


Sprendimas. 
Kadangi taškas K — atkarpos BC vidurys, tai DK =- (p8 + Dc) 
Tačiau DB = DÁ + AB = á +b, DC = DA + AC = á + €. Vadinasi, 
DK = (0+5 на+г)-а+26 +—C. 
Atsakymas. DK=ū+—b+ 


lg,lz 
аа 


Piramidés SABC visos sienos — taisyklingieji trikampiai; ta$kas M — 
trikampio ABC centras, o taškas P dalija 1 briauną SC pusiau. Vektorių 


MP išreikškite vektoriais AB, AC ir AS. 


S Sprendimas. 


PC = MC -MP „todėl MP = MC - PC. 


ee — 1-- l= = 
Šioje lygybéje PC =—SC = —[AC - AS]. 
10је lygybeje 2 Қ | 
20. Tm I lI — 
A C Vadinasi, = ME AC - AS]. 


N Rasime МС. Kadangi atkarpa CN yra 
B trikampio ABC pusiaukraštinė, išvesta iš 


viršūnės C, tai MC = CN . Tada MC = ŽNC „Bet NC = AC - AN „ty. 
— 1— aT 2(-- 1—) 2 

NC = AC - АВ „todėl MC - 2 AC- АВ | = CAC- АВ. 
2 3 2 3 
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Taigi MP = aC - AB - 


3. Arkolinearüs vektoriai aÍ 3; 6; 8} ir 5(6; 12; 16]? 


Sprendimas. 
Vektoriaus 413;6; 8) koordinatės proporcingos vektoriaus 
> З 1 аа EU i» 
b( 6;12; 16) koordinatėms: 2 = B = 2 =k, čia k = —. Vadinasi, a = kb. 
; 6 12 16 2 


Taigi vektoriai d ir 5 уга kolinearūs. 


Atsakymas. Vektoriai a ir b yra kolinearüs. 


Raskite tokius skaičius m ir n, su kuriais vektoriai aí 4; m; n) Ir 


b( n; 2; m^] būtų kolinearūs. 


Sprendimas. 
Sakykime, kad vektoriai а( 4; т; п) іг b( n;2; ті) kolinearüs. Tada ju 


atitinkamos koordinatés yra proporcingos, t.y. galioja lygybé 2 = > = "a 
tom 
Remdamiesi lygybe, sudarome lygčių sistemą žo o 
2 mw 


Iš šios lygties randame, kad n = 4 arba n = —4. 


Tada, remdamiesi lygybe sA = x randame т: 
n 
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A ty. m=2 arba A ELA ty. m = —2. 
4 2 4 2 


Vadinasi, vektoriai G ir b kolinearūs, kai п-4,т-2 arba 
п--4,т--2. 
Atsakymas. n = 4, т = 2 arba п--4,т--2. 


Sprendimas. 


Vektoriai d ir 2 nekolinearüs, nes vieno vektoriaus koordinatés 
neproporcingos kito vektoriaus koordinatéms. Reikia patikrinti, ar vektoriu 


f galima išreikšti vektoriais d ir 2, t.y. ar egzistuoja skaičiai x ir y, su 
kuriais f =xd+ уе. 
5-х-2у, 
Šią lygybę užrašę koordinatėmis gauname: 4—1- —x, 
0=2x+ y. 


Ši sistema turi sprendinį: x=1, y=-2. Vadinasi, vektorių f galima 
išreikšti vektoriais d ir & ( f -4-22 ) taigi vektoriai d, ë ir 4 
komplanarüs. 


Vektoriai а, bí 1; 1; 0} ir 4 0; 1; 1) yra komplanarūs. Raskite 


vektoriaus 4 koordinates, jei žinoma, kad jo ilgis lygus У8 ir šis 


vektorius statmenas vektoriui Б + c „beto, à-b » 0. 


Sprendimas. 

Vektorius 4 komplanarus nekolineariesiems vektoriams b ir ë tada ir 
tik tada, kai egzistuoja tokie skaičiai x ir y, kad būtų teisinga vektorinė 
lygybė a =xb ty. 

Remdamiesi šia lygybe, galime išreikšti vektoriaus G koordinates 
skaičiais x ir y: 

dl x1 y-0; x 19 y-1; x0 y-1])2 á( xix y; y]. 

Apskaičiuokime vektoriaus 5 +ë koordinates: 

6 +г{1+0;1+50+1)- (5 +6) 15251). 
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Užrašykime vektorių á ir b +ë statmenumo sąlygą: 
à-(b »2)-0 arba koordinatinėje išraiškoje x-1+(x+y)-2+y-1=0. 
Taigi gavome lygybę х  2(x 4 у)+ y 20, афа x - y 20, ty. х=-у. 
Vadinasi, vektoriaus 4 koordinatés уга ( x; 0; — x) „t.y. aí x; 0; -x). 
Uždavinio salygoje duota, kad vektoriaus а ilgis lygus J/8 „todėl 
galime užrašyti lygybę ух? +0? +(- x) = VB , ty. J2x2 = JB. 
Šią lygybę tenkina dvi x reikšmės: x, =2 ir x, =-2. 
Reikšmė х,--2 netinka, nes, remiantis uždavinio sąlyga, 
ū-b=x-1+0-1+(-x)-0=x>0. Taigi ū(2;0; - 2]. 
Atsakymas. 2{ 2; 0; – 2). 


7. Ar taškai A, В ir С yra vienoje tiesėje, kai 4(3; — 7; 8), B(-5; 4; 1), 


C(27; - 40; 29)? 


Sprendimas. 


Jei vektoriai 48 ir АС kolinearūs, tai taškai 4, В ir С yra vienoje 
tiesėje, o jei šie vektoriai nekolinearūs, tai taškai A, B ir C nėra vienoje 


tiesėje. Randame vektorių AB ir AC koordinates: 
AB(-5-3;4-(-7)1-8), ty. 4B( —8; 11; -7), 

АС{ 27 -3; - 40 -(- 7) 29 - 8), ty. ACÍ 24; —33; 21]. 
Taigi AB( –8;11;-7} ir AC(24; -33; 21]. 


Akivaizdu, kad АС = —3AB, todėl vektoriai AB ir AC kolinearūs. 
Vadinasi, (а5Каі 4, В ir C yra vienoje tieséje. 
Atsakymas. Taškai A, B ir C yra vienoje tiesėje. 


8. Raskite vektoriaus AB ilgį, kai А(— 1; 0; 2) ir В(1;—2;3). 


Sprendimas. 
Randame vektoriaus AB koordinates: 
AB(1-(-15-2-0,3-2) ty. AB[2; -2;1) 
Tada vektoriaus AB ilgis lygus 
|48|- 2 +(-2} +P = /9 =3. 
Atsakymas. 3. 
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9. Duoti vektoriai: aí 3; — 2; 1) bí -2;3; 1} Raskite: a) a+b], b) 4+6. 


Sprendimas. 

a) Randame vektoriaus à + b koordinates: 
(а+Б){3+(—2);-2+3;1+1); (a +b)[1;1;2). 
Randame vektoriaus d +b ilgi: la u = II? er +2: = We. 

b) Randame vektoriu 4 ir b ilgius: 

l| - J37 «(C 2) +P = Via; 2 = C 2Y +3? +1 =-Л4. 
Randame vektorių 4 ir Б ilgių sumą: 4+6 = 14 +414 = 2414. 
Atsakymas. а) J/6 ; b) 2414. 
10. Duoti taškai: M C 4; 7; 0) г М (0; – 1; 2). Raskite atstumą nuo 
koordinačių pradžios taško O iki atkarpos MN vidurio taško A. 


Sprendimas. 
Koordinačių pradžios taško O koordinatės O(0; 0; 0), vidurio taško A 


koordinatės yra: 4 _ H 9 2 Lu 23! ty. A(- 2:3; 1). 


Randame atstuma OA: ОА = JC 2) 43? + = 14. 
Atsakymas. J14 š 


. Raskite vektoriu aí —1; 2; 3} ir bí 4; — 3; 2) skaliarine sandauga. 


Sprendimas. 
Vektoriu skaliariné sandauga lygi: à .8--1.4%2 Cc 3)+ 3.2=-4. 
Atsakymas. -4 


Duoti vektoriai m(-1;2;3) ir A(5; x;-l] Su kuria x reikšme 


m:n--n 


Sprendimas. 


Randame vektorių skaliarinę sandaugą: 
m-A=-1-5+2-x+3-(-1)=2x-8. 
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vektorių komplanarumo požymiu, turime X = kā + mb (к.т e R). Kadangi 
pagal sąlygą x-b=0 (nesx Lb), x-a=75, tai klū-5)+mlb-8)=0, 
k(ū-ū)+ ml .a)= 75. Randame vektoriu skaliarines sandaugas: 
ū-4=3-3+1-1+(-1)-(-1)=9+1+1=11, 
-b=2-2+1-(-3)+(-1)-1=6-3-1=2, 
-b=2-2+(-3)-(-3)+1-1=4+9+1=14. 


Sudarome lygčių sistemą кыла 
lik +2m = 75. 


Kadangi m.n--l tai 2x-8--1. Išsprendę šią lygtį, randame, 


kad х-3,5. 
Atsakymas. 3,5. 


13. Žinoma, kad (2,2)= z(6.2)= 60°, |ž|=1, [|=[|=2. 


Apskaičiuokite la +b ) ©. 


сч а; 


Sprendimas. 

Randame vektoriu à +b іг с skaliarinę sandaugą: 

la +5). с=а:с+Ь:с = а -Įė|cos Aū,e)+|b|-ėlcos Д®,ё)= Išsprendę šią lygčių sistema, randame, kad k = 7, т = –1. 
Vadinasi, Х-74-ӛ. Todėl vektoriaus X koordinatės уга 


- 1-2c0560 4 2-2c0560* 2 2.74.7 =3. 
Atsakymas. 3. (7-3-2:7-1-(-3)7-(-1)-В, ty. (19:10; - 8). 
Atsakymas. x(19; 10; - 8). 


. Duoti vektoriai à(3; I; 5) ir b í 1;2; -3) Raskite vektoriaus 
koordinates, jei šis vektorius yra Oxy plokštumoje ir tenkina salygas: 
ā-č=9,b-č =—. 


Irodymas. 


Trikampio kraštinës yra AB, BC ir AC. Nagrinésime vektorius AB, BC 


Sprendimas. 
Kadangi vektorius c yra Oxy plokštumoje, tai jo koordinatės уга 

(x; 0]. Iš sąlygos 4-0-9 gauname lygtį: 3х-у- 9, o i$ salygos іг AC. Randame šių vektorių koordinates: 

Б.ё =—4 lygtį x+2y = —. Sudarome lygčių sistemą: AB( 3-62 -(- 4) 3- 2) = AB( —3; 6; 1} 
3х-у-9, BC(3-3;-5-2;-1-3)= BC( 6; - 7; - 4), 
х+2у = 4. — = 

AC(3-6; -5 -(-4 -1-2)- 4C(- 3; -15 -3). 


Išsprendę šią lygčių sistemą, randame, kad x = 2 ir y = -3. 
Apskaičiuojame šių vektorių skaliarines sandaugas: 


Vadinasi, vektoriaus € koordinatės yra ( 2-3; о). 


Atsakymas. { 2; —3; 0). АВ-ВС--3-0-6-(-7)-1-(-4)--42-4--46, 


BC-AC=0-(-3)+(-7)-(-1)+(-4)-(-3)=7+12=19, 
AB- AC =(-3)-(-3)+6-(-1)+1-(-3)=9-6-3=0. 


Taigi АВ. AC = 0, o tai reiškia, kad AB L AC. 


15. Raskite vektorių X, esantį vektorių а{3; L-1) ir b(2; - 5; 1) 


plokštumoje, statmeną vektoriui b ir tenkinantį sąlygą à : X = 75. 


Sprendimas. 
Vadinasi, trikampio kraštinės AB ir AC yra statmenos viena kitai. 


Sakykime, vektorius x yra vektorių a ir b plokštumoje. Vektoriai a, 
Todėl trikampis ABC yra statusis, o kraštinės AB ir AC - jo statiniai. 


b ir X yra komplanarüs, nes jie yra vienoje plokštumoje. Todėl remiantis 
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Sprendimas. 
Trikampio krastinés yra AB, BC ir AC. 
Pažymėkime vektorius AB ir AC. 
Trikampio ABC plotas S, = 248 : AC sin А. 


Kadangi sin A = J1— cos? A, tai 


Бак =+ 4B- AC 1-соѕ? A (1) 


Vektorių AB ir AC skaliarinė 
sandauga lygi 


AB AC -|aB|-|ačlcos[a54C). 


Iš čia соз[АВ ac]- (аға 


Kadangi cos(AB 22)- cos А, tai 


соз А- E arid (2). 
ЕШ 
[rase (2) išraišką į (1) turime: 


B(3; 0; -3) 
Bet AB = (АВ, АС- re todėl S, =; AB 


2 


— | Басы». a 
AC) -(.22) 6). 
Vadinasi, norint rasti trikampio ABC plotą, pakanka surasti vektorių 


AB ir AC ilgius bei tų vektorių skaliarinę sandaugą. Rasime vektorių 
AB ir AC koordinates: 


AB(3-1,0-2; -3-0)- 48(2; -2; -3) 
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AC( 5—1; 2—2; 6 — 0}= ACÍ 4; 0; 6). 
Tada vektorių AB ir AC ilgiai yra 
(АҢ = 42 «C 2j « (C3) = 4/17, |ac|= Ja «ot «e -452. 
Randame vektoriu AB ir AC skaliarinę sandaugą: 
AB - AC =2-4+(-2)-0+(-3)-6=8+0-18=-10. 
Surašę gautąsias (АҢ, Ас bei AB- АС reikšmes i 3) formule, gauname 
Се = r) (52) - C10y -2447-52-10 -Ž 178 - 


=14 ploto vienetų. 


Atsakymas. 14 ploto vienetų. 


18. Apskaičiuokite kampą tarp vektorių aí 2; -2; 0) ir b ( 3; 0; - 3). 
Sprendimas. 


Randame vektorių G ir b skaliarinę sandaugą: 
a-b=2-3+(-2)-0+0-(-3)=6. 


Randame vektorių à ir b ilgius: 

4- 42 +(-2) +0 2242, 

? = [3° +0 +(-3)' = 34/2. 
Randame kampą tarp vektorių d ir Б: 


ханы 2. A 
Bae 2 


Atsakymas. 60°. 


ЯН 


Cos а = 


cos а = 


. Duoti taškai 24(2; 2; 2), В(;4;-4), C(-63;0), р(0;6;-6). 
Raskite kosinusa kampo tarp vektorių AB ir CD. 
Sprendimas. 
Randame vektorių АВ ir CD koordinates: 
4B(1-2;4-2; -4- (- 2) - 4B( -1; 2; - 2], 
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СБ{ 0—(—6), 6—3; -6-0]- CD( 63; - 6). 
Apskaičiuojame vektorių AB ir CD ilgius: 

[a3 - Cy «2 +(-2) = 49 =з, 

ы 6 +3? «(-6f = 

Apskaičiuojame vektorių AB ir CD skaliarinę sandaugą: 
AB CD =(-1)-6+2-3+(-2)-(-6)=12 

25-с5-й [cP)| cos 4 (48, CD), oae 


— ст). AB-CD — —\ 02 4 
сов Z (as, СБ)= EA „ty. cos Z (48. сб)- — =. 
[as]: co) 39 9 


4 
Atsakymas. а" 


20. Vienetinį vektorių 2 išreikškite koordinatiniais vektoriais i, j ir К, 


jei žinoma, kad vektoriaus ė kryptis sutampa su vektoriaus AB 
kryptimi ir duotos taškų AG; 0; 5) ir B(7; –1; 3) koordinatés. 


Sprendimas. 
Kadangi duotos vektoriaus AB pradžios ir galo koordinatės, tai galime 
rasti jo koordinates: 


AB(1 -3; -1-0;3—5] - AB( 4; -1; - 2). 

Vadinasi, AB — 4i -j -2K ir |45| = 42 +(-1} +(-2) = 

Norėdami surasti vienetinio vektoriaus 6, kurio kryptis sutampa su 
vektoriaus AB kryptimi, koordinates turime visas vektoriaus АВ 


E E ДЕР; 1 2 
koordinates padalinti 15 jo ilgio: l Tr - JA E : 


Atsakymas. e RU. -j= 
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21. Tetraedro ABCD priešingosios briaunos AD ir BC, bei priešingosios 
briaunos BD ir AC statmenos. [rodykite, kad priešingosios briaunos CD 
ir AB taip pat statmenos. 


Duota: AD L BC, BD 1 AC. 
Įrodyti: CD L AB. 


Sprendimas. 
Pasirinkime vektorius 
á-DA, b-DB, ë= DC. 
Tada AB=b-ū,AČ=č-ū, BC -6-b. 
Pagal sąlygą AD 1 BC ir BD L AC, todėl 
а1(-6) = Ё 1 (4-а). Vadinasi, 6-5)-0 ir (ë -a)- o. 


Iš čia pamane a: e -d.b ir b.c -b.à. Iš dviejų lygybių išplaukia, 
kad a-€C=b-C,arba -а)ғ-0. Tačiau b-ū= AB, ë = DC, todėl 
AB - DC = 0. Vadinasi, AB 1 CD. Tai ir reikėjo įrodyti. 


22. Duota taisyklingoji trikampė prizmė ABCA,B,C,, kurios А4 = J2AB. 
Raskite kampą tarp tiesių AC, ir А,В. 


Sprendimas. 
Sakykime, kad АВ = a, tada AA, = 42a. 
Stačiakampę koordinačių sistemą pasirinkime 
taip, kaip parodyta paveiksle. 
Viršūnių A, B, A, ir С, koordinatės tokios: 


45 mE o) B(0; a; 0), 


2 


20. 72 


|. 2 in) clo; оа42). 


Randame vektorių AC, ir BA, koordinates: 


ael -e «3. == а, ES Sa J 
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Randame vektoriu АС, ir ВА skaliarine sandauga: 


2 
AC. ВА =. 2а: -3 


Randame vektorių AC, ir ВА ilgius: 


K 2 
4G|- За ‚г = 3a? --а%3, 


Randame kampą tarp tiesių AC, ir A,B (vektoriai AC, ir BA, yra tiesiu 
AC, ir A,B krypties vektoriai): 


1 
cos Q = ——- cos a = —£——-—--—, cosa = 60°. 
= el ау3-а443 2 
Atsakymas. 60°. 


Duotos trikampės piramidės viršūnių koordinatės: A(3; 0; 1), 
B(-1;4;1), C(5;2;3), D(0;—5;4). Apskaičiuokite 1) kampo tarp 


vektorių BM ir BC kosinusą, jeigu žinoma, kad taškas M — briaunos 
AC vidurys, 2) vektoriaus 40 ilgį, kai O — sienos ВСР” pusiaukraštinių 


Sprendimas. 


Kadangi duotos piramidės ABCD 
viršūnių koordinatės, tai galime rasti 


vektorių АВ, АС, AD ir BC коог- 
dinates: 


AB( -1-3;4—0;1—1]- ABÍ — 4; 4; 0], 
AC(5-3; 2-0; 3-1]- ACÍ 2; 2; 2), 
AD(0—3; -5-0;4-1]- AD( -3; - 5;3], 
BC(5-(-1)2-4;3-1)= BC( 6 -2; 2). 
Uždavinio sąlygoje duota, kad taškas M(x; y; z) — atkarpos AC 
vidurys, todél lengvai randame jo koordinates: 
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Taigi M(4; 1; 2). Randame vektoriaus BM koordinates: 
BM(4-(-111-4;2 -1]- BM Í 5; -3;1]. 


Apskaičiuokime vektorių BM ir BC skaliarinę sandaugą ir šių 
vektorių ilgius: 
BM -BC =5-6+(-3)-(-2)+1-2=38, 


m 5° +(—3)° «P = J25+9+1=435, 
ĮBC]= Je «Cay «z 2486-444 - 2411. 
Bet т BC), todėl 
BM -BC 
|a V 
Ls a 
/35-2-/1 4585” 
Rasime vektoriaus AO ilgį. Pastebėkime, kad AO = AK + КО; (1) 


čia taškas K — atkarpos BD vidurys. 
Taikydami vektorių sudėties lygiagretainio taisyklę, gauname: 


cos L (ви, ВС вС)- 


cos Z (ви, вС)- 


— 


AK - (AB + АВ) Q) ir CK =- (CD +C) (3). 


Atkarpa CK yra trikampio BCD pusiaukraštinė ir šio trikampio 
pusiaukraštinių susikirtimo taškas O ją dalija santykiu 2 : 1 (skaičiuojant 
nuo viršūnės C). 


Vadinasi, OK =$ CK ir co=ŻcK , 
Taigi KO--1CK. 


Į šią vektorinę lygybę įrašę vektoriaus CK išraišką iš (3) lygybės 
gauname, kad KO= - (c5 +cë) (4). 


Vektorių AK ir KO išraiškas iš (2) ir (4) lygybiu įrašę į (1) lygybę, 


gauname, kad А0 = 246% | 248-55-58. 
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Bet CD = AD — AC ir CB = AB – АС, todėl 


2 6 
SLT; EGET D т PN ARTS 
2 2 6 6 6 6 
lee Та Lm. a US 
=—AB+—AC+—AD=—( AB+ AC + АР]. 
3 3 3 3 


Žinodami vektorių AB į AC ir AD koordinates, galime lengvai rasti 


vektoriaus АО . үч 


a0 i 1C4424(-3); 102465 5); 10243) -4 4-55, 


Tada vektoriaus 4О ilgis 9-( [с (8) - BE-s 45 


Atsakymas. 1) Ju :2) E 


24. Taisyklingosios keturkampės piramidės SABCD kraštinės ilgis lygus I, o 
aukštinės ilgis — 2. Raskite atstumą tarp tiesių BD ir SA. 


Sprendimas. 

Įveskime erdvėje stačiakampę koordinačių sistemą taip, kad 
koordinačių pradžia sutaptų su piramidės pagrindo viršūne A, o koordinačių 
ašių kryptis būtų tokia, kaip parodyta paveiksle. 

Tada piramidės viršūnių koordinatės yra 
A(0; 0; 0) , 5(1,0;0), D(0; I; 0), 


s(2i2i2) te. S -ы-ы-? š 
2 2 27 2 


ABÍ 1; 0;0), BD( -1;1; 0). 

Pastebékime, kad tiesės BD ir SA yra 
prasilenkiančios, todėl atstumas tarp šių 
tiesių yra jų bendro statmens EF ilgis. Taigi 


vektorius EA, AB, BF ir EF. 
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Tada EF = EA + AB + ВЕ = k- SA + AB +m. BD , kur koeficientai k ir 
m yra nežinomi. 


Remdamiesi vektorine lygybe EF =k- SA+ AB +m- BD , rasime 
vektoriaus EF koordinates: 

zi НИЕДЕ 

-ЕҢ -É +1-m;-Ž4m i-a). 

Koeficientus k ir m rasime iš sąlygų EF 1 BD іг EF LSA , užrašytų 
koordinatéje formoje. 

Prisiminkime vektorių áx, y; z} ir b Í x,; yx; 2,) statmenumo 
sąlygą koordinatinėje išraiškoje: jei à L b , tai хх + у +Z Z, = 0. 


Užrašykime vektorių EF ir BDÍ -1; 1; 0) statmenumo sąlygą: 


[am] C9 (E ema C200, arba 


k k 
208523064; Iš šios lygybės randame, kad т--- 


Užrašykime vektorių EF ir sil Li -5; - 2 statmenumo salyga: 


He HUC emere 


кіт k m 9k 1 
--- аз быш кол" Iš šios lygybės randame, 


Buvome radę, kad ЕҢ E +1- т; – É +m; — >} . Todėl vietoje 


koeficientų k ir m įrašę apskaičiuotas reikšmes, randame vektoriaus EF 
1 1 


koordinates : EF -9 1-1, Е B 2 


9 11 --(44 2 
= EF: ~; —; -2 
2-2 9 ЕН Ji 
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Tada vektoriaus EF ilgis: 


2 2 2 
[gz|- (s) (2) 4-2 4396 6 2 
9 9 9 9 9 3 


Atsakymas. i а 


25. Stačiakampio gretasienio A4BCDA,B,C,D, kraštinė АВ=2, о 
AD = AA, = 4. Apskaičiuokite Коѕіпиѕа kampo tarp tiesių CD, ir АУ, 
kai taškas N — briaunos CC, vidurys. 


Sprendimas. 

Įveskime erdvėje stačiakampę koordinačių sistemą taip, kad 
koordinačių pradžia sutaptų su gretasienio pagrindo viršūnė B, o 
koordinačių ašių kryptis būtų tokia, kaip parodyta paveiksle. Tada taškai 
А, B, C, D, М turės koordinates: A(2;0;0), B(0;0;0), C(0; 4; 0), 
D,(2; 4; 4), N(0; 4; 2). 

Pažymėkime vektorius CD, ir AN. 
Kosinuso kampo (агр prasilenkiančių tiesių 
CD, ir AN radimas susiveda į kosinuso 


kampo tarp vektorių CD, ir AN radimą. 
Kadangi žinome taškų A, B, C ir D, 
koordinates, tai galime rasti vektorių CD, ir 
AN koordinates ir ilgius: 
CD,(2-0;4-4;4-0)=CD,[2;0;4), 
АМ(0-24-0;2-0)- АМ(-2;4;2), 


|CD|- 2? +0? +4? = 20 = /4-5 2 245, 
[AN] = (2) +4 +2 = 24 = 44.6 = W6. 


Apskaičiuojame vektorių CD, ir AN skaliarinę sandaugą: 
CD, -AN = 2.(-2)+0.4+4.2-4. 


432 


Bet CD, -AN = (CD) . N “сов (СБ), AN) todél 
cos Z (С>, AN)= Ea ad ,ty. cos Z (СБ, AN)- EG = Ja 


Atsakymas. 4 
2i 30 


26. Parašykite lygtį plokštumos, einančios per koordinačių pradžią Г 
statmenos vektoriui #{ — 2; 1; 3). 


Sprendimas. 

Plokštumos, einančios per tašką М(х); yo; Zo) ir statmenos vektoriui 
Ala; b; с}, lygtis уга а(х - х) +6(у- ya )+c(z-z,)=0. Į pastarąją lygti 
įrašę normalės vektoriaus nÍ -2;1; 3) koordinates (a --2,b-Lc-3)i 
taško M koordinates (x, = O, y, = 0, z, = 0), gauname, kad ieškomoji 
plokštumos lygtis yra -2(х-0)-(у-0)-3(2-0)-0, arba 
-2x+y+3Z=0. 

Atsakymas. —2x + y +32 = 0 


27. Parašykite lygtį plokštumos, einančios рег tris taškus A(0; 155), 
B(3; 0; 0) ir C(- 1; I; 6). 


Sprendimas. 


Sakykime, šios plokštumos lygtis уга ах +by +cz +d = 0. Taškų A, В 


ir C koordinatės turi tenkinti šią lygtį, nes plokštuma eina per šiuos taškus. 
Sudarome lygčių sistemą 


a-0+b-1+c-5+d=0, b+5c+d=0, 

a:3+b-0+c-0+d=0, arba 3a+d=0, 

a-(-1)+6-1+0-6+d=0, -a+b+6c+d=0. 

Iš antrosios lygties randame, kad d = —3a . [rase šią d reikšmę į pirmąją 

bei trečiąją sistemos lygtis, gauname lygčių sistemą 

а = За, 

b + 5с = За, 

b + бс = 4a. 


Iš pastarosios sistemos antrosios lygties atėmę trečiąją, gauname, kad 
c = а. Įrašę Sia c išraišką į lygtį b + 6c = 4a , gauname, kad 5--2а 

Vadinasi, ieškomoji plokštumos lygtis yra ax —2ay наг -3a = 0. Abi 
šios lygties puses padaliję iš а +0 (visi koeficientai a, b ir c vienu metu 
negali būti lygūs nuliui), gauname plokštumos lygtį x -2y -z -3-0. 


Atsakymas. x -2y 4z -3- 0. 


28, Parašykite lygtį plokštumos, einančios per tašką All; 
lygiagrečios plokštumai 4х-2у-2-7-0. 


-3:2) ir 


Sprendimas. 


Jeigu plokštuma а lygiagreti plokštumai ax+by+cz+d=0, tai 
vektorius A(a;b;c) statmenas plokštumai а. Vadinasi, plokštumos 
4x-2y-z+7=0 normalės vektorius nÍ 4;-2;- 1} уга taip pat ir 
ieškomosios plokštumos normalės vektorius. 

Taigi plokštumos, einančios per tašką All; -3; 2) ir statmenos vektoriui 
n í 4; – 2; – 1) (lygiagrečios plokstumai4x —2y —z 7-0), lygtis yra 
4(x -1)- (C 2€» -C 3) C 1X2 - 2) 2 0, arba 
4(x - 1)- 2(y +3)- (z 2)=0, ty. 4x -2y -z-8-0. 

Atsakymas. 4x -2y -z -8-0. 


29. Raskite kampą tarp tiesės a ir plokštumos a, jeigu žinoma, kad tiesė a 
eina per taškus А; 3; 0) ir B(0; 3; - 1), o plokštumos < lygtis уга 
5х-у+22+1=0. 


Sprendimas. 


Sakykime, ø - ieškomasis kampas. Tada sing = B Т Т; | 
ШЫ? 
plokštumos 2 normalés vektorius, p — tiesės a krypties vektorius. Mūsų 


M“ 


atveju nį 5;-L 2) ir p= АВ. Vadinasi, tiesės a krypties vektoriaus p 


koordinatės lygios vektoriaus AB koordinatėms: 
p(0-5;3-5;-1-0]= p( - 5; -2;- 1]. 
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nc ревер. ped 28 5 
ИБ + Д) 25 ў 30 36 


Taigi g = arcsin : 


„5 
Atsakymas. д = arosine ; 


30. Raskite kampą tarp plokštumų æ ir Æ, kai žinomos šių plokštumų 
lygtys: а: 2хХ-у--52-3-0, J: x-3y c4z 420-0. 


Sprendimas. 

Sakykime, g - kampas tarp plokštumų с ir J. n(2;-15] - 
plokštumai а statmenas vektorius (plokštumos а normalės vektorius). 
A 1; -3; 4) — plokštumai statmenas vektorius (plokštumos // normalės 
vektorius). 

Kampas ø tarp plokštumų с ir Ø lygus kampui tarp jų normalės 
vektorių п, ir n,. 


i - A, eL porn ct 4l 25 54195 


a са —— = — = — 


54195 
78 ` 


Atsakymas. 9 = arccos 


31. Raskite atstumą nuo taško M(0; 3; 1) iki plokštumos æ, kai jos lygtis 


yra 2х-у+22-9= 0. 


Sprendimas. 
Atstumas nuo taško M(x,; у,; z,) iki plokštumos а, kurios lygtis yra 
ax + by + cz + d = 0 , randamas remiantis formule 


(озу end) )-0-(-1)-3%241-9| 10 
Уа? +b +с? P: "mE. 3 


10 
Atsakymas. D$ 
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5.3. Uždaviniai savarankiškam darbui 


Erdvėje duoti keturi taškai: A, B, C ir D. Parašykite vektorių, kurio 
pradžia ir pabaiga yra tie taškai ir kuris lygus šių vektorių sumai: 


a) (48 + Cå + DC) (BC +CD), 
b) (48- 4C)+ Dc. 


Duotas stačiakampis gretasienis KLMNKIL MIN.. 
Įrodykite, kad: 


a) |мк + MM,|=|MK - мм, 
b) IZ, - NL| = [Mi + MM, 


о [№ -Mi| - [kN -zN|. 


Suprastinkite reiškinius: 
a) AB + MN +BC+CA+ PQ + NM, c) OP- EP + KD — KA, 


b) FK +MỌ + KP + AM «ОК РЕ, d) AD+ MP + EK — EP — MD. 
Duota trikampė prizmė ABCA,B,Cį. A 
Nurodykite vektorių x , kurio pradžia A“, 
ir pabaiga yra prizmės viršūnės ir: 


a) АА. + BC — X = ВА, 


с 


b) AC, - BB. + X = AB, 4 C 
c) АВ. +x= AC x+ ВС. B 


Kubo ABCDA,B,C,D, įstrižainės 
susikerta taške O. Raskite skaičių k, 
su kuriuo būtų teisingos šios lygybės: 


а) AB = k. CD, 
b) AC, =k: AO, 
c) OB, =k-B D. 


10. 


П. 


Duotas gretasienis ABCDA,B,C,Dj,. 
Parašykite vektorių, kurio pradžia ir 
pabaiga yra gretasienio viršūnės ir 
kuris lygus šių vektorių sumai: 


a) AB + AD + AA, 
b) D4+ DC + DD, 
c) AB, «СВ, «ВВ, 


a e M ее A B 

d) AA+ AD, + AB. 

o 
Piramidės viršūnė O, pagrindas - s 
lygiagretainis ABCD, kurio jstriZainés 
susikerta (а5Ке M. 
Vektorius OD ir OM išreikškite d 
vektoriais а= OA, b = OB ir ë = OC. 1 B 


M ir N yra gretasienio ABCDA,B,C,D, 
briaunų AB ir A,D, vidurio taškai. Jei 
galima, vektoriais à = AB ir b= AD 
išreikškite vektorių: 

a) AC, b) CM, 

о CN, Ф АС. 


Vektoriai d іг ë bei vektoriai b ir 2 kolinearūs. Įrodykite, kad 
kolinearūs yra šie vektoriai: 


c) d & 3b ir C, 
d) 2b -à ir c. 


a) á+b ir C, 


b) 2-Б кё, 


Vektoriai à--2b іг 2-36 уга kolinearüs. Įrodykite, kad vektoriai 
á ir b kolinearüs. 


Duoti vektoriai: 2{ —1; 2; 0], b(0,-5;-2) г c(2; 1; — 3). Raskite 


vektoriu p — 3b -2à 46 ir g -36 - 2b + ë koordinates. 
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13. 


15. 


16. 


18. 


20. 
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. Ar komplanarüs vektoriai: 


a) á(-3;-3;0), P іг), c) m(50;2), [11 -1) ir p( 52:4), 
bb(20-3.i ij, Ф4105:4,(3:3:31 ir s[ 1; 1; 4}. 
Vektoriai 4, b ir ë yra komplanarüs, be to, Zinomos vektoriu b ir ë 
koordinatės: bí 3; 0; 0), z{ 0; 1:11. Raskite vektoriaus 4 koordinates, 
jeigu jo ilgis lygus vektoriaus bac ilgiui, vektorius 4 statmenas 
vektoriui aí E-5-1 ir trečioji vektoriaus 4 koordinatė (aplikatė) 
teigiama. 


„ Vektoriai a, b ir ë komplanarüs, be to, Zinomos vektoriu b ir ë 


koordinatės: М 1;0;1}, (Е 0}. Vektorių 2 išreikškite vektoriais b 
ir С, jeigu žinoma, kad vektorius 4 statmenas vektoriui b -6,0 
vektoriaus а ilgis lygus J/6 „beto, 4:5>0. 

Vektorius а lygiagretus — vektoriui b í – 2; 1; 2). Apskaičiuokite 
vektoriaus 4 koordinates, kai lal =6. 

Vektorius aÍ a; A; 2} statmenas vektoriui b(2; 2; 1]. Apskaičiuokite 
a ir £ kai |a| = 3. 


. Duotos trijų taškų 24(3; 2; 5), B(0;2;9) ir С(8;0;-9) koordinatės. 


Raskite vienetinio vektoriaus, vienakrypčio su vektoriumi AM , 
koordinates, jeigu žinoma, kad taškas M yra vienodai nutolęs nuo 
kampo BAC kraštinių ir priklauso plokštumai ABC. 

Duotos trijų taškų A(- 2; 0; 0), в(0; 0; —4) ir С(0; 0; 2) koordinatės. 
Raskite koordinates vienetinio vektoriaus, statmeno vektoriui AB, 


sudarančio 135? kampą su vektoriumi AC ir smailuji kampa su 
ordinačių ašimi. 


. Vektoriai 4 ir b statmeni, be to, =} Irodykite, Кай vektoriai 


р-3а- 5b г4-104- 65 taip pat statmeni. 
Su kuriomis æ іг Z reikšmėmis vektorius 2{ а;-3;-1) statmenas 


vektoriui b Í 1; 2; 8}, kai 2 =3? 


2 


— 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


. Apskaičiuokite vektoriaus 4 koordinates, kai jis statmenas vektoriams 


bí 4; -2; -3) ir “4 0; I; 3), jo ilgis lygus 26 ir su ašimi Oy sudaro 
bukąjį kampą. 


Apskaičiuokite vektoriaus а koordinates, kai jis statmenas ašiai Oz ir 
vektoriui bí 8; -15; 3), јо ilgis lygus 51 ir su ašimi Ox sudaro smailųjį 
kampą. 


Apskaičiuokite vektoriaus € koordinates, kai aí 3; — 2; 3}, Б { KEZ 1}, 
ū-€=12 ir b || ë. 

Apskaičiuokite vektoriaus 2 koordinates, kai М 3; 2; -4), с ( 221; 1), 
ū-b=12 ir b || ë. 

Su kuriomis x ir y reikšmėmis vektorius 4(х;3;-1) statmenas 
vektoriui bí 1; 2; y), kai b|=3 ? 


Apskaičiuokite vektorių (a8 - ac) ir (48 + ac) skaliarinę 
sandaugą, kai 4(1; —3; 0), B(2; 2; 2) ir C(-4; 0; 1). 

Trikampio MNP kraštinių ilgiai — |MN|- |NP| » m, |MP|= p. 
Apskaičiuokite skaliarinę sandaugą MN -PM. 

Apskaičiuokite trikampio ABC kampo 4 priekampio didumą, kai jo 
viršūnės 4(3; -2; -3), B(5;1; -1) ir C(L - 2; 1). 

Duotos trikampio viršūnių koordinatės А(;2; -1), B(3; 0; 2) ir 
C(4; I; —1). Apskaičiuokite: 

a) vektoriaus AC ilgį, 

b) vidaus kampo prie viršūnės C didumą. 

Vektorius b kolinearus vektoriui aÍ 12; -16; —15], jo ilgis lygus 100 


ir su ašimi Oz sudaro smailųjį kampą. Apskaičiuokite vektoriaus 5 
koordinates. 


Apskaičiuokite kampą tarp vektorių G+b іг č, kai aí 1; 0;1}, 
b(3; -1,0) ir с{1;1;1}. 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
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Apskaičiuokite Катра tarp vektorių ū+bir 4-5, kai 
а{1;2;1), b[2;-1 0). 


Apskaičiuokite trikampio A(- 2; 3; - 1), B(0; 2; 1), C(2; 0; 2) 


priekampio prie viršūnės B didumą. 

Apskaičiuokite kampo tarp vektorių p+q ir p-dq didumą, kai 
Р(35) ir 4[ 2; - 157). 

Apskaičiuokite kampo tarp vektorių ū+bir ā-b didumą, kai 
a(2;1;1) ir b(1,3;-1) 


Įrodykite, kad taškai All; -2; 2), B(6; 3; 2), C(9; 7: 7) ir Dl4; 2: 7) 
yra rombo viršūnės. 


Duotos keturkampio viršūnių koordinatės А(5; 0;— 1), B(9; 0; 1), 
C(3; 0; 5) ir D(-1; 0; 3). 

a) Įrodykite, kad šis keturkampis уга lygiagretainis. 

b) Apskaičiuokite smailiojo kampo tarp jo įstrižainių didumą. 


Duotos keturkampio viršūnių koordinatės 4(2; 4;-4), В((; 1; -3), 

C(-2;0;5), D(- 1; 3; 4). 

a) Įrodykite, kad šis keturkampis yra lygiagretainis. 

b) Apskaičiuokite smailiojo kampo tarp lygiagretainio įstrižainių 
didumą. 

Duotos keturkampio viršūnių koordinatės AG; - 1; 2), B(l; 2; -1), 

C(-1;1;-3) ir D(3; - 5;3). 

a) Įrodykite, kad šis keturkampis yra trapecija. 

b) Apskaičiuokite bukojo kampo tarp trapecijos įstrižainių didumą. 


Ar taškai A, B ir C yra vienoje tiesėje, kai 

a) A(-5;7;12), 8(4;-8;3), С(13;-23;-6), 

b) A(-4:8;-2), B(-3;-1;7), С(-2-10;-16):? 

Ar taškai A, B, C ir D yra vienoje plokštumoje, kai: 

a) A(-2;-13;3), B(54;1, C(-1;-1;-4) ir D(0; 0; 0), 
b) 4(0;1;0), 5(54-1, C(-2;-3;0) ir D(l; I; - 2)? 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


Taškas М уга kubo ABCDA 18 1 С.Р; 
briaunoje АА, АМ: МА! = 3:1, о N – 
briaunos ВС vidurio taškas. Apskaičiuokite: 
a) kampo tarp tiesių MN ir DD, kosinusą, 

b) kampo tarp tiesių MN ir BD kosinusą. 


Apskaičiuokite kampo tarp tiesių АВ ir CD kosinusa, kai: 

a) A(7; -8; 15), B(8; — 7;13), C(2; - 3; 5), D(- I; 0; 4). 

b) 4(8 -2;3), B(3;—1;4), C(5; —2; 0), D(7; 0; - 2). 

Duotas stačiakampis gretasienis ABCDA,B,C,D,. Žinoma, kad 
AB =1, BC =2, BB, =3. Apskaičiuokite: 

a) kampo tarp tiesių AC ir D,B kosinusą, 

b) kampo tarp tiesių AB, ir BC, kosinusa. 

Duotas stačiakampis gretasienis ABCDA,B,C,D,. Žinoma, kad 
АВ = ВВ,-а, АР = 2а. Briaunos AB vidurio taškas M sujungtas 
tiesės atkarpa su tašku Ai. Tiesėje CD pažymėtas taškas М taip, kad 
vektorius B,N yra statmenas vektoriui MA, . Raskite atstumus nuo 
taško A iki taškų C ir D. 


Duotas stačiakampis gretasienis ABCDA,B,C,D,. Žinoma, kad 
AA =5, AD=4, АВ-3. Apskaičiuokite kosinusą kampo p tarp 
tiesių AC, іг CM, kai M — taškas, kuris dalija briauną DD, santykiu 
1 : 2, skaičiuojant nuo viršūnės D. 


Parašykite lygtį plokštumos, einančios per tašką M (2; 5-1) іг 
statmenos vektoriui л ( 1; - 2; 3}. 


Taškas P(2; -1; - 1) уга statmens, išvesto iš koordinačių pradžios į 
plokštumą, pagrindas. Parašykite šios plokštumos lygtį. 


Duoti taškai M,(3; — 2; 1) ir M,(5; — 2; 3). Parašykite lygtį plokštumos, 
einančios per tašką M, ir statmenos vektoriui M,M, . 


Parašykite lygtį plokštumos, einančios per atkarpos AB vidurį, ir 
statmenos šiai atkarpai, kai А(2; 3; -4) К В(4; 7; 0). 


Parašykite lygtį plokštumos, einančios рег taškus All; 0; 0), Bl; 0; 1) 
ir C(0; 2: -4). 


Parašykite lygtį plokštumos, einančios per taškus A(2; 0; -3) ir 
B(0; ;- 2) ir lygiagrečios ordinačių ašiai. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 
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Parašykite lygtį plokštumos, einančios per tašką N(4 ; 0;-1) іг 
lygiagrečios plokštumai æ: 3х-у--52-1-0. 


Raskite atstumą nuo taško A(- 2;3;- 4) iki plokštumos, kurios lygtis 
yra 2x x2y -z43-0. 


Plokštuma < eina per taškus 4(0;0;0), B(1;1;1), C(3;2;1) „0 
plokštuma Z per taškus 4(0;0;0), B(1;1;1), D(3;1;2). 
Apskaičiuokite kampą tarp plokštumų a іг J. 


Raskite kampą tarp plokštumų: 

а) а: 3х+2у-2=0, J: х-42+1=0; 

b) a: -3у+2+2=0, 5: 2у+2-5 = 0 

с) с: x-J2y+2-1=0, B: хаУ2у-23%3-0. 

Apskaičiuokite atstumą nuo koordinačių pradžios iki plokštumos, 
kurios lygtis уга х-2у-22-6-0. 

Raskite kampą tarp plokštumos, kurios lygtis yra x+2y-z-4=0, ir 
tiesės /, einančios per du taškus A(- 1;0; 3) 1 B(0 ;0; 1). 

Kurios iš nurodytų plokštumų porų yra: a) lygiagrečios, b) statmenos? 
1) 2x+3y-Z+6=0, х-у-2-7-0; 

2) 2x -3y t 5z-120, 2x-3y+52+3=0. 

Apskaičiuokite atstumą tarp lygiagrečių plokštumų, kurių lygtys yra 
tokios: x+2y+2z-27=0 ir x+2y+2z-10=0. 

Raskite kampo tarp plokštumos Оху іг plokštumos 
J2x 4 y —3z +17 = 0 didumą. 

Su kuria m reikšme plokštuma 2х--ту-32-і-0 bus statmena 
plokštumai 5x + у+32+1=0. 

Taisyklingoje keturkampéje prizméje jos šoninės briaunos ir pagrindo 


kraštinės santykis lygus 2. Raskite kampo tarp prizmės įstrižainės BD, 
ir plokštumos BC,D didumą. 


„ Kūną veikia trys jėgos: E(1;2;3), Ё{2;-1;-3}, F(0;5;4). 


Apskaičiuokite, kokį darbą atlieka šių jėgų atstojamoji, kai jos veikimo 
taškas pasislenka tiesės atkarpa iš taško A(1;2;3) į tašką В(0;1; 6). 


III DALIS 


MOKYKLINIO GEOMETRIJOS 
KURSO KOMPLEKSINIO 
KARTOJIMO UZDUOTYS 
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1 užduotis 


Trapecijos ABCD įstrižainė AC kampą A dalija pusiau ir yra statmena 
šoninei kraštinei CD. Apskaičiuokite trapecijos kampus, jeigu 
ZD=58“. 


Apskaičiuokite x, jei DE =6 ir — = i В, 


Taisyklingojo trikampio ABC kraštinė lygi a. Apie jį apibrėžtas 

apskritimas, kurio centras yra O. 

a) Apskaičiuokite trikampio AOC plotą. 

b) BO kerta apskritimą taške D. Įrodykite, kad keturkampis AOCD — 
rombas. Apskaičiuokite jo plotą. 


Apskritimo ilgis yra 32r cm. Styga jungia 60? lanką. Apskaičiuokite 
šios stygos ilgį. 


Apskaičiuokite plotą penkiakampio ABCDE, 
kurio kraštinės EA = AB = BC =2, 
CD-DE-4,0 ZA=ZB=120". 


AB - apskritimo skersmuo, AC - jo styga, AD — tos stygos projekcija 
skersmenyje AB, be to AC = DB. 
a) Išreikškite AC apskritimo spinduliu r. 


b) Apskaičiuokite AC reikšmę, kai r = V5 +1. 


Taisyklingoje keturkampėje piramidėje 

EABCD EA = 242 cm, AB = 2 cm. Raskite: 

а) visos piramidés pavirsiaus plota, 

b) pjūvio, gauto kertant piramidę plokštuma 
AEC, plotą, 

c) kosinusą kampo tarp plokštumų ECD ir ABC, 


d) vektoriaus BE + EC - AB + DE ilgi. 
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10. 


Metalinio tuščiavidurio kubo išorinės briaunos ilgis уга 10,2 cm, o jo 
sienų storis yra 0,1 cm. Apskaičiuokite tankį metalo iš kurio padarytas 
kubas, jei kubas sveria 514,15 g. 


Kūgio sudaromoji lygi 17cm, o šoninio 
paviršiaus plotas — 427 cm. Apskaičiuokite 
kūgio: 
a) aukštinę, 
b) pagrindo plotą, 
с) tūrį. 
A 


Stačiakampio gretasienio viena pagrindo kraštinė 2 cm ilgesnė už kitą. 
Gretasienio šoninio ir viso paviršiaus plotai atitinkamai lygūs 224 cm? 
ir 320 cm“. Apskaičiuokite gretasienio: 

a) pagrindo plotą, 

b) įstrižaininio pjūvio plotą, 

с) tūrį. 


2 užduotis 
Šoninių trikampio kraštinių projekcijos į pagrindą lygios 15 m ir 27 m, 


o didesnioji šoninė kraštinė lygi 45 m. Į kokias dalis (nuo viršūnės) ją 
dalija statmuo, iškeltas iš pagrindo vidurio? 


С 
Duota: ABCD - stačioji trapecija, 
ММ -12, AD- BC-6, Seo 796. М 
Apskaičiuokite: Р 
А р 


М 
Apskaičiuokite kampo NMR didumą. ж 
М P 
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4. Kilogramo žolių sėklų užtenka apsėti 30 m. Kiek kilogramų sėklų 
reikės apsėti žaidimų aikštelei, jei 1 Yo jos ploto sudaro smėlio dėžės? 
Aikštelė yra rombo formos, kurio kraštinė 120 m, o bukasis kampas 
150°. 

В 

5. Duota: Z DBC = 55° , U AD =100°. LŽ D C 
Apskaičiuokite: 4 
a) ZADC, 

b) „АРС. 100% 
р 

6. Trikampio kraštinių ilgiai yra 1, /2, V5 . Apskaičiuokite: 
a) didžiausio kampo didumą, 

b) trikampio plotą. 

7. ABCD - lygiagretainis. Plokštuma а eina per jo viršūnes A ir В, bet 
neina per viršūnę C. Įrodykite, kad tiesė CD lygiagreti plokštumai a. 

8. Raskite kampą tarp vektorių ū+b ir ū-b, jei af 0; -3; 6) іг 
5 (;-Е- 2). 

9. Į ritinio formos dėžutę įdėtas rutulys liečia 
dėžutės šonus, dugną ir dangtelį. Dėžutės 
dugno skersmuo yra 18 cm. Apskaičiuokite: 

a) rutulio tūrį ir dėžutės tūrį, | 
b) rutulio paviršiaus plotą ir dėžutės viso 
paviršiaus plotą. 

10. Taisyklingosios nupjautinės keturkampės piramidės šoninės sienos 
aukštinė 12 cm, šoninė briauna 13 cm, o šoninio paviršiaus plotas 
720 cm. Apskaičiuokite pagrindų kraštines. 
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3 užduotis 
Apskaičiuokite lygiašonio trikampio kampus, jei vienas jų 4 kartus 
didesnis už kitą. 
D 


AB ir CD — apskritimo stygos. Apskaičiuokite ; EN B 
EC ir ED, jei ЕА-12ст, EB=16cm, 


CD =32 ст. С 


Iškilojo keturkampio ABCD kiekviena kraštinė padalyta į 3 lygias dalis. 
Per gretimų kraštinių dalijimosi taškus, esančius arčiau viršūnių, 
nubrėžtos tiesės, kurios susikirsdamos sudaro keturkampį KLMN. 
Įrodykite, kad keturkampis KLMN yra lygiagretainis. 


B 


Apskaičiuokite trikampio ABC plotą, jei 
trikampio ADB plotas lygus 140. 


A 20 i c 


D 
| trapeciją, kurios perimetras lygus 42 cm, įbrėžtas apskritimas. Trijų iš 
eilės einančių trapecijos kraštinių ilgiai sutinka Каір 2:7: 12. 
Apskaičiuokite trapecijos kraštinių ilgius. 


Smailusis rombo kampas a, o trumpesnioji įstrižainė a. Apskaičiuokite 
rombo plotą. 


Du kūnai pradiniu laiko momentu yra taškuose A(l;3) іг 8(0; – 2). 
Vienu metu jie pradeda judėti taško с(;-2) kryptimi su vienodais 


pastoviais 0,5 — greičiais atitinkamai tiesémis x=1 ir y=-2. Po 
5 


kurio laiko nuo judėjimo pradžios atstumas tarp kūnų bus mažiausias? 
Pagal brėžinio duomenis x 2 

apskaičiuokite piramidės: Ж 

s) p 

b) viso paviršiaus plotą. ° 
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60т ilgio geležinkelio sankasos skersinis pjūvis уга lygiašonės 
trapecijos formos: trapecijos pagrindai lygūs 12 m ir 8 m, o aukštinės 
ilgis yra 3 т. Sankasa supilama iš purios žemės, kuri plükiama 
suslūgsta 10% savo tūrio. Vienas sunkvežimis atveža 2,5 m? purios 
žemės. Kiek sunkvežimių žemės prireikė sankasai supilti? 


“=> 


. Stačiosios prizmės pagrindas trikampis, 
kurio kraštinės 6 cm, 8 cm ir 10 cm. Prizmės 
aukštinė lygi 24 cm. Raskite apibrėžto apie 


šią prizmę rutulio spindulį. 


NES 


N 


4 uzduotis 


Trapecijos ABCD šoninės kraštinės AB ir CD pratęstos iki susikirtimo 
taško M. Raskite CD, jei AB: BM =17:9 ir CD- CM =1,6 т. 


Apskaičiuokite x. 


< 10 — 


Apskritimo centrinis kampas AOB lygus 120°. Per taškus Á ir B 
išvestos liestinés susikerta taške C. Per taškus O ir C nubrėžta tiesė 
kerta apskritimą taškuose E ir D. Apskaičiuokite iškilojo keturkampio 
ABCD kampus. 


Trikampio viršūnių koordinatės yra A(5; 1), B(l; -3), C(- 1; 1). 
a) Nustatykite trikampio rūšį. 

b) Raskite trikampio perimetrą. 

c) Apskaičiuokite pusiaukraštinės AD ilgį. 


Į kvadratą, kurio kraštinė 2 + 2 т, įbrėžti 
du vienodi apskritimai, liečiantys priešingų 
kvadrato kampų kraštines ir vienas kitą 
(apskritimų lietimosi taškas yra kvadrato 
įstrižainių susikirtimo taškas). Apskaičiuo- 
kite tų apskritimų spindulį. 


10. Nupjautinio kūgio ašinio pjūvio plotas yra 


Rombo aukštinė lygi 3 dm, o bukasis jo kampas - 1209. Apskai- 
čiuokite: 

a) rombo plotą, 

b) trumpesniosios įstrižainės ilgį. 


Langas sudarytas iš stačiakampio ir lygiakraščio 
trikampio viršlangio. Raskite tokį stačiakampio 
aukštinės santykį su trikampio kraštine, kad 
langas praleistų didžiausią kiekį šviesos, kai lango 
perimetras P. 


Upės pjūvio forma ir matmenys 

nurodyti brėžinyje. Upės tėkmės 
- km 

greitis уга ao Apskaičiuokite 


tūrį vandens, pratekančio upėje, per 
vieną minutę. Atsakymą parašykite 
kubiniais metrais vienetų tikslumu. 


Stačiojo trikampio АВС statiniai 

AC =6cm, BC =8cm. Per šio trikampio 

įžambinę nubrėžta plokštuma < sudaro su 

trikampio plokštuma 60? dvisienį kampą. 

a) Žinoma, kad CD La ir CF LAB. 
Įrodykite, kad Z СЕР = 60? . 


b) Parodykite, kad CF — 1 ст. 


с) Žinodami, kad ZCFD-60? ir СЕ = 41 ст, apskaiciuokite 
atstumą nuo taško C iki plokštumos a. 


100 cm?, o smailusis pjüvio kampas lygus 
309. Apskaičiuokite kūgio šoninio pavir- 
šiaus plotą. 
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5 užduotis 


Vieno keturkampio kraštinės lygios 35 ст, 14 ст, 28 cm ir 21 cm. 
Panašaus į jį keturkampio trumpiausioji kraštinė lygi 12 cm. Raskite 
kitas jo kraštines. 


Paveiksle matome lygiašonį trikampį N 
MNS, MN = №, Z N =120“ ir skritulį, 

kurio centras yra trikampio viršūnė M, o 

skersmuo lygus 16 ст. Apskaičiuokite 

nuspalvintos skritulio dalies plotą. 


Į apskritimą įbrėžto keturkampio vienos poros priešingų kampų 
didumai sutinka kaip 1: 5, o kitos poros — kaip 2: 7. Apskaičiuokite 
keturkampio kampus. 


Rombo formos paveikslo įstrižainės "as A 
30 cm ir 40 cm. Rėmelio plotas toks pat / A 
kaip ir paveikslo. Apskaičiuokite rėmelio УЙ /7 
plotį dešimtųjų tikslumu. A 

Per kokį laiką minutinės rodyklės galas nubrėžia lanką, lygų rodyklės 
ilgiui? Atsakymą parašykite minutėmis dešimtųjų tikslumu (x =3,14). 


Su kuria kintamojo x reikšme vektoriai m ir П yra vienas kitam 
statmeni, kai m(3; – 2х) ir 44 4; х)? 
P 

PABC - tetraedras. Įrodykite, kad: 
a) jei plokštuma < eina per briaunų PA, AB 

ir BC vidurio taškus, tai ji eina ir per 

briaunos CP vidurio tašką, A 
b) plokštumos а tetraedro pjūvis уга lygiagretainis. 


Trys variniai kubai, kurių briaunos yra 60 mm, 80 mm ir 100 mm, 
sulydyti į vieną kubą. Apskaičiuokite naujojo kubo briaunos ilgį. 


Paveiksle pavaizduota kūgio išklotinė. 8 
Apskaičiuokite šio kūgio: 7 


a) šoninio paviršiaus plotą, 
b) pagrindo apskritimo ilgį, 


с) tūrį. 
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10. Trikampės prizmės dvi šoninės sienos viena kitai statmenos. Įrodykite, 


- 


e 


kad tų sienų plotų kvadratų suma lygi prizmės trečiosios sienos ploto 
kvadratui. 


6 užduotis 
Brėžinyje pavaizduotas trikampis MNS. 
AS =6cm, AM =4cm, SB =4ст, 


SN -12ст. Raskite keturkampio ABNM 
plotą, jei trikampio ASB plotas lygus 8 cm". > B 


Pagal paveikslo duomenis raskite kampa x. 


Apskritimas, kurio centras yra O(0; 0), eina per tašką А(- 8; 15) . 
Raskite: 

a) į šį apskritimą įbrėžto taisyklingojo keturkampio plotą, 

b) apie šį apskritimą apibrėžto taisyklingojo trikampio plotą. 


Pagal brėžinį apskaičiuokite didžiojo 
namo aukštį (0,1 m tikslumu). 


00000000 


Lygiagretainio jstriZainés lygios 7 ст ir 11 ст, o јо perimetras lygus 
26 cm. Apskaičiuokite lygiagretainio kraštines. 


Nubrėžta trapecijos ABCD įstrižainė BD. Šios trapecijos pagrindai BC 


ir AD. Apskaičiuokite trapecijos vidurinę liniją, kai BC =16cm, 
BD = 20 ст ir Z ABD = Z ВСР. 
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Reikia aptverti 96 m^ ploto stačiakampį 
žemės sklypą ir jį padalyti tvora į dvi lygias 
dalis. Kokie turi būti tvoros matmenys, kad 
būtų sunaudota mažiausiai medžiagų? 


Duota: ABCA,B,C, - pasviroji prizmė, 


АВС - statmenasis pjüvis, 
AA, =8 ст, 

А,В, : B,C, : A,C, =9:10:17, 

S -144ст!. 


42B2C2 


Apskaičiuokite: a) P, c. , b) San , c) V. 


0,6 m aukščio ritinio formos bakas pripildytas benzino. Benzino tankis 
yra 0,7-Ž—. Apskaičiuokite bako pagrindo spindulio ilgį, jei bake 
ст 


telpa 8,4 kg benzino. Atsakymą parašykite decimetrais dešimtųjų 
tikslumu. 


. Į taisyklingąjį tetraedrą įbrėžtas kūgis ir apie jį apibrėžtas kūgis. 


Apskaičiuokite šių kūgių šoninių paviršių plotų santykį. 


7 užduotis 


Iš trikampio ABC kampo C viršūnės nubrėžta aukštinė CD ir 
pusiaukraštinė CE dalija tą kampą į 3 lygias dalis. Pusiaukraštinės CE 
ilgis lygus 10 cm. 

a) Nustatykite trikampio ABC rūšį. 

b) Raskite trikampio aukštinės CD ilgį. 

c) Apskaičiuokite trikampio CEB plotą. 


Remdamiesi brėžinio duomenimis, 
apskaičiuokite x. 


Trapecijos plotas 210 cm, trumpesnysis pagrindas 12 cm, о aukštinė 
15 cm. Raskite kitą trapecijos pagrindą. 


Taškas K yra stačiakampio ABCD kraštinėje 


AB, be to, AK:KB=1:3, o taškas E — 8 e 
kraštinėje BC, be to, ВЕ:ЕС-4:3. m 
Išreikškite vektorių КЕ vektoriais m ir n, 

jei Сб-й,о AD = i. А E D 


Į apskritimą, kurio spindulio ilgis 4 ст, įbrėžtas keturkampis ABCD, 

kurio kraštinės AB ir CD yra lygiagrečios ir lygios, о Z ADB = 60°. 

a) Apskaičiuokite kraštinės AB ilgį. 

b) Koks gali būti kampo MBC didumas, jei M — apskritimo taškas, 
vienodai nutolęs nuo atkarpos BC galų? 


Įstrižainės dalija  trapecia į keturis 

trikampius. Prie pagrindų esančių trikampių r 

plotai lygūs S, ir S5, o prie šoninių kraštinių "NS 
— 53 ir 54. Įrodykite, kad S, · 5, = 5, :5,. 


Į trikampį, kurio pagrindas 4 cm ir aukštinė 
3 cm, įbrėžtas stačiakampis taip, kad viena jo 
kraštinių būtų ant trikampio pagrindo. 
a) Parodykite, kad tokio stačiakampio plotas 
S(x) —3x-L5x', kai stačiakampio viena 
kraštinė yra x. 
b) Su kuria x reikšme stačiakampio plotas įgyja didžiausią reikšmę? 
c) Raskite didžiausią stačiakampio ploto reikšmę. 


Indas yra ritinio formos. Ritinio ašinis pjūvis — kvadratas. Į indą įdėtas 
rutulys, liečiantis ritinio paviršių, dugną ir vandens paviršių. Kai rutulys 
buvo ištrauktas iš indo, vandens lygis sumažėjo iki 10 cm. Raskite 
rutulio tūrį. 


Plaustas sukaltas iš 16 stačiakampių sijų, kurių kiekvienos ilgis yra 


3,6 m, plotis — 0,2 m, o storis — 0,25 m. Kokį didžiausią krovinį šis 
plaustas gali pakelti nenugrimzdamas, jei jis pakelia 5 kartus mažesnę 


masę nei pats sveria, o medžio tankis yra 0,84 286 ? 
cm 
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10. Į kūgį įbrėžta taisyklingoji keturkampė 


piramidė. Kūgio pagrindo spindulys 3 cm, o 
sudaromoji su pagrindo plokštuma sudaro 
30? kampą. Raskite piramidės paviršiaus 
plotą. 


8 užduotis 


Lygiašonės trapecijos ABCD Z А = 30°, 2 ACD = 135°, 


AD = 645 +1)ст, BC =6cm. 6с 

a) [rodykite, kad AC - kampo BAD 
pusiaukampinė. 

b) Raskite trapecijos perimetrą. А 


в(/3- 1) 


Apskritimas su spinduliu 2 ir atkarpos, kurių ilgis 2, liečiasi tų atkarpų 
vidurio taškuose. Raskite srities, sudarytos iš visų tokių atkarpų, plotą. 


Trikampyje ABC kraštinė AC =18 cm . Per pusiaukraštinių susikirtimo 


tašką išvesta tiesė, lygiagreti kraštinei AC ir kertanti kraštines AB ir BC 
taškuose M ir N. Apskaičiuokite MN ilgį. 


Apskaičiuokite visų šešių brėžinyje N 

pažymėtų kampu didumu sumą. 

Atsakymą pagriskite. 

Lygiagretainio kraštinės yra 5 cm ir 16 cm ilgio, o įstrižainės, esančios 
prieš bukąjį lygiagretainio kampą, ilgis 19cm. Apskaičiuokite 
lygiagretainio: 


a) bukojo kampo kosinusą, 
b) plotą. 


Lygiašonio trikampio pagrindas lygus 

24cm, о aukštinė, išvesta į šį 

pagrindą, lygi 16 cm. Apskaičiuokite: 

a) šio trikampio plotą, 

b) apibrėžto apie šį trikampį apskri- 
timo spindulį. 
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10. 


Dvi tiesės a ir b, einančios per tašką A, perkirstos dviem lygiagrečiomis 
plokštumomis < іг /. Tiesė a kerta plokštumas z ir 7 atitinkamai 


taškuose M ir P, o tiesė b — taškuose N ir R. Apskaičiuokite atkarpų NR 
ir MN ilgį, kai AP =3MP , PR=6cm, NA=5cm. 


Kampas tarp vektorių à ir b lygus 60°, be to, |= 2, []=1. 


Apskaičiuokite vektorių 3a — b ir ū+2b skaliarinę sandaugą. 


Vandens rezervuaras susideda iš pusrutulio ir 
ritinio, kurio skersmuo lygus 7 m. Koks turi 
būti ritinio aukštis, kad viso rezervuaro tūris 
būtų lygus 200 т? 


a) Su kuriomis x reikšmėmis namelio tūris V 
įgyja didžiausią reikšmę? 
b) Apskaičiuokite didžiausią V(x) reikšmę. 


9 užduotis 


Lygiašonio trikampio viršūnės kampas lygus 36%. Įrodykite, kad 
kampo prie pagrindo pusiaukampinė, pratęsta iki susikirtimo su 
priešinga kraštine, dalija lygiašonį trikampį į du taip pat lygiašonius 
trikampius. 


Paveiksle pavaizduotas ABCD - 14т 
stačiakampio formos laukas. 
Apskaičiuokite kelio, einančio per šį 
lauką, plotą. 


Apskritimo spindulys lygus 5 cm. 
Apskaičiuokite užbrūkšniuotos figūros: 
a) perimetrą, 

b) plotą. 
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Raskite kampo tarp vektorių т ir n kosinusą, kai mi - 6; 3) ir 
п\ –6; 2}. 
(-62) : 
Apskaičiuokite trikampio: 
a) nežinomus kampus, №2, "d 
b) neZinoma krastine, 
с) plota. A C 


Vienoje kampo N kraštinėje atidėtos atkarpos NB ir NC, o kitoje — 
atkarpos NB, = NB ir NC, = NC . Atkarpos BC, ir B,C susikerta taške 
A. Įrodykite, kad tiesės NA ir CC, yra statmenos. 


Atkarpos AB galai yra stačiojo kampo E kraštinėse. Atkarpos AB taškas 
M yra nutolęs nuo to kampo kraštinių atstumais lygiais 1 ir 8. 


64 2 
a) Pažymėję EA = x , parodykite, kad АВ" = x° + ( T я 
X — 


b) Raskite mažiausią tokios atkarpos ilgį. 


Stačiosios prizmės pagrindas — lygiašonė 
trapecija, kurios pagrindai 25 cm ir 9 cm, 
o aukštinė 8 cm. Prizmės aukštinė 15 cm. 
Apskaičiuokite prizmės: 

a) šoninio paviršiaus plotą, 

b) tūrį, 

с) istriZaine B,D. 


Raskite tūrį taisyklingosios keturkampės piramidės, kurios pagrindo 
kraštinė 3 ст, о dvisienis kampas tarp šoninių sienų 120? . 


„Medinis nupjautinis kūgis, kurio aukštinė 


48 cm, о pagrindų skersmenys 32 ст ir (C120 
44 cm, pragręžtas išilgai ašies. Gautoji skylė 
yra ritinio formos. Ritinio ir kūgio ašys 
sutampa. Ritinio skersmuo 10 cm. Išgręžtoji 
ritinio dalis pripildyta geležies. Apskaičiuo- 
kite gautojo kūno tankį, jei medienos tankis 


kg A kg 
— 0,58 Pei o geležies — 7,5 E 
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10 užduotis 


Lygiašonės trapecijos šoninė kraštinė lygi vidurinei linijai, o perimetras 
lygus 30 cm. Raskite šoninę kraštinę. 


B 
Lygiašonio trikampio ABC kraštinės yra /\ 
10 ст, 10 ст ir 8 em. Įbrėžtinis apskritimas мЁ\ у 
liečia šonines kraštines taškuose M іг М. 
Apskaičiuokite atkarpos MN ilgį. к MN AN B 
E C 
Apskaičiuokite kampo BCD didumą, jei 25A 
2 ЕВС = 25°, / CDF =85°, Z А-709. В, 
85° 
" D F 


Apskaičiuokite trikampio ABC kraštinės BC ilgį, jei trikampio plotas 
lygus 25 ст, о ZA- Z В = 75°. 


Prie stačiojo lygiašonio trikampio kraštinių, jo išorėje, nubraižyti 
kvadratai ir jų centrai sujungti atkarpomis. Įrodykite, kad gautojo 
trikampio plotas yra keturis kartus mažesnis už nubrėžtų kvadratų plotų 
sumą. 


Rombo krauštinė lygi 13 dm, о bukasis jo kampas - 1509. 
Apskaičiuokite: 

a) rombo plotą, 

b) į tą rombą įbrėžto apskritimo spindulį. 


Reikia apšviesti skritulio formos stalą, kurio 
skersmuo lygus 90cm, viena elektros 
lempute, pakabinta virš stalo centro (taško 
A). Atstumą nuo lemputės (taško C ) iki stalo 
krašto (taško B) pažymėkime x. Žinoma, kad 
apšviestumas taške B randamas remiantis 


formule E(x)= k- шелді 


x ; čia k — proporcin- 
gumo koeficientas, œ — spindulio kritimo kampas. Kokiame aukštyje h 
virš stalo centro reikia pakabinti elektros lemputę, kad stalo kraštai būtų 
labiausiai apšviesti? 
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Kampas tarp vektorių а ir b lygus 45? . Apskaičiuokite vektorių a ir 
Б skaliarinę sandaugą, kai 2{ 1; — 1; 4) ir А -3. 


Taisyklingosios keturkampės пир)ашіпе 
А жа А h 2. 5 
piramidės pagrindų plotai уга 16 dm“ ir 
324 ат", о įstrižaininio pjūvio plotas lygus 
88 dm“. Apskaičiuokite nupjautinės pira- 
midės šoninio paviršiaus plotą. 


; Trikampės piramidės šoninės sienos tarpusavyje statmenos, o jų plotai 


lygūs a“, b? ir с?. Raskite piramidės tūrį. 
11 užduotis 


Mažiausias keturkampio kampas lygus 409. Jei į šį keturkampi 
žiūrėsime pro 3 kartus didinančią lupą, tai koks bus kampo, kurį 
matysime per lupą, dydis? 


AB ir CD yra du apskritimo skersmenys. Per taškus 4, B, C ir D 
nubrėžtos liestinės, kurios susikerta taškuose K, L, M ir N. Įrodykite, 
kad keturkampis KLMN yra rombas. 


Raskite x. 


Salėje kėdės išdėstytos lygiašonės trapecijos forma. Pirmoje eilėje 40 
kėdžių, o paskutinėje 54. Pirmos eilės ilgis 14 m. Viena kėdė užima 
1400 cm? plotą. Tarp 30 esančių kėdžių eilių praėjimams skirta po 
30 cm. Kokį plotą užima išdėstytos kėdės? B 

3 


Pagal brėžinio duomenis apskaičiuokite 3 
užtušuotos figūros plotą. 45 


3 
Trikampio АВС kraštinės BC =7ст, АС-8ст, AB=5cm. 
Apskaičiuokite kampo A didumą. 
Per atkarpos AB galus ir vidurio tašką M nubrėžtos lygiagrečios tiesės, 


kurios kerta plokštumą < taškuose K, L ir М. Apskaičiuokite atkarpos 
MN ilgį, kai AK =6,5 т, BL-8,5m. 


Trikampio ABC viršūnės: A(l;-1;2), B(0;1;0) ir C(-1;0;4). 
Apskaičiuokite trikampio kampus. 


Stačiojo gretasienio pagrindas — rombas, 
kurio įstrižainių ilgių santykis 5:2. 
Gretasienio įstrižainės lygios 17dm ir 
10 dm. Apskaičiuokite gretasienio tūrį. 


. Iš rutulio formos, kurio spindulys lygus R, ruošinio reikia ištekinti 


didžiausio šoninio paviršiaus ritinį. Raskite ritinio tūrį. 
12 užduotis 


Apskaičiuokite lygiagretainio kampus. 


Kvadrato MKPT kraštinė lygi 12 cm. Kraštinėse MT ir KP atidėtos 
atkarpos AT ir KB taip, kad AT = KB = 5 ст. 

a) Įrodykite, kad АМВР lygiagretainis. 

b) Raskite lygiagretainio plotą ir perimetrą. 

c) Raskite Z MAP kosinusą. 


d) Vektorių PM išreikškite vektoriais PB ir РТ. 


Trys apskritimai liečiasi tarpusavyje. 
Atstumai tarp jų centrų ОО, -34,5, 
0,0, 2315, OO, = 27. 

Raskite apskritimu spindulius. 


Dviejų trikampio kraštinių ilgių suma lygi 13 m, o kampo tarp jų 
didumas lygus 60° . Trikampio plotas lygus 1043 m? . Apskaičiuokite 
trikampio perimetrą. 


Trapecijos ABCD (AD - ilgesnysis pagrindas) įstrižainė AC statmena 


kraštinei CD ir dalija kampą BAD pusiau; Z CDA = 60°, o trapecijos 
perimetras lygus 80 cm. Apskaičiuokite pagrindą AD. 
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Lygiašonio trikampio АВС pagrindas B 
AC =12. Per kraštinės BC vidurio tašką 
N nubrėžtas statmuo NM. Taškas M, 


esantis kraštinėje 4B, sujungtas su tašku N 
C. Trikampio AMC perimetras lygus 32. M, 
Apskaičiuokite trikampio ABC perimetrą. A 5 C 


Ant sienos kabo 1,4 m aukščio paveikslas 
(ВС =1,4 т). Jo apatinis kraštas yra 14 
1,8 m virš žmogaus akių (taškas D). Kiek 
nutolęs nuo sienos turi stovėti žmogus, 
kad jam būtų patogiausia apžiūrėti 1,8 
paveikslą (t.y., kad stebėjimo kampas 
būtų didžiausias)? 


DS 


Patalpos matmenys 8 тхбтх3 m. Per kiek laiko pro ventiliatorių 
praeis oro kiekis, lygus patalpos tūriui, jei per 1 s praeina 120 ат? oro? 


Taškas P yra šalia plokštumos а, taškai 
A, B, C, Dir F - plokštumoje a, taškas 
F — atkarpoje AD. Duota, kad ABCD yra 
lygiašonė trapecija, AD || ВС, 
AB=BC=CD=3, AD=6, PF La, 
AF = Ер, ZPAD = 60°. 

a) Apskaičiuokite piramidės PABCD tūrį. 
b) Įrodykite, kad trikampiai APB ir DPC yra lygūs. 


. Per rutulio spindulio galą išvesta plokštuma, su spinduliu sudaranti 30° 


kampą. Atstumas nuo rutulio centro iki pjūvio plokštumos lygus 1 cm. 
Apskaičiuokite: 

a) rutulio paviršiaus plotą ir tūrį, 

b) didesniosios rutulio nuopjovos tūrį. 


13 užduotis 


ABCD - trapecija, АО -8ст, OC =6cm, 


B жо? С 
BD =21ст. AN 
Apskaičiuokite OB ir OD. 4 D 
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Trikampio perimetras 111 cm, o trumpiausios kraštinės ilgis 27 cm. 

a) Raskite kitų dviejų šio trikampio kraštinių ilgius, žinodami, kad 
trikampio kraštinių ilgiai yra vienas po kito einantys geometrinės 
progresijos nariai. 

b) Apskaičiuokite mažiausio trikampio kampo kosinusą (šimtųjų 
tikslumu). 


“Ж 


< 
ЖА? 
A, 


NY 


SS 


Palyginkite užtušuotų figūrų plotus. 


Trikampio АВС aukštinės AK ir BM kertasi taške O. Apskaičiuokite 
kampo АОВ didumą, jei trikampio АВС kampai A ir B atitinkamai lygūs 
72° ir 60°. 

Lygiagretainio vienos kraštinės ilgis yra 10 cm, o vieno kampo didumas 
lygus 30°. Lygiagretainio perimetras lygus 56 cm. Apskaičiuokite 
lygiagretainio plotą. 


Rombo kraštinė lygi 12 cm, o vienas jo kampas 120? . Apskaičiuokite: 


a) rombo plotą, 

b) įstrižaines, 

с) įbrėžto į romba skritulio plotą. n 
Tetraedro DABC briaunose AB, AC ir AD 

atitinkamai pažymėti taškai K, L ir M, 

kurie dalija tas briaunas santykiu 3: I, A 

skaičiuojant nuo viršūnės A. Įrodykite, kad C 


plokštumos KLM ir DBC yra lygiagrečios. ў 


Stačiakampio gretasienio formos indo pagrindo ilgis 8 cm, о plotis 
5 cm. Į indą įpilama 320 cm? vandens ir įmetamas metalinis kubelis, 
kurio kraštinė 2 cm. Kokiame aukštyje bus vanduo? 


Nupjautinio kūgio sudaromoji a ir pasvi- 
rusi į pagrindo plokštumą 60? kampu. 
Ašinio pjūvio įstrižainė šį kampą dalija 
pusiau. Raskite nupjautinio kūgio pavir- 
šiaus plotą. 
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10. 
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Pusrutulis ir į jį įbrėžtas kūgis turi tą patį pagrindą ir bendrą aukštinę. 
Per aukštinės vidurį nubrėžta plokštuma, lygiagreti pagrindui. Įrodykite, 
kad plotas pjūvio, esančio tarp kūgio šoninio paviršiaus ir pusrutulio 
paviršiaus, lygus pusei pagrindo ploto. 


14 užduotis 


Kiek kraštinių turi taisyklingasis daugiakampis, kurio kiekvienas 
priekampis lygus 249. 


Lygiagretainio ABCD kraštinėje AD pažymėtas taškas M taip, kad 
DM = DC. 
a) Įrodykite, kad CM yra lygiagretainio kampo C pusiaukampinė. 
b) Raskite lygiagretainio ABCD perimetrą, jei AB =8,5 cm , 
o AM =3,5 cm. N 


Duota: MB || МС, MC || ND. M, 

Įrodykite, kad АС? = AB- AD. 

Smėlio dėžė trikampio formos. Kaip pasikeis dėžės plotas, jeigu jos 
pagrindą 60 96 pailginsime, o aukštinę 40 Yo sutrumpinsime? 


Į apskritimą įbrėžtas keturkampis ABCD, 1 С 


kur AD yra apskritimo skersmuo. B 
Skersmens ilgis yra 4. Kraštinės AB ir BC 1 
lygios 1. Raskite kraštinės CD ilgį. A е ID 
Lygiagretainio įstrižainės lygios 40 cm ir 74 ст, o viena jo kraštinė — 
51 cm. Apskaičiuokite lygiagretainio plotą. 


Taisyklingojo šešiakampio ABCDEF kraštinė lygi a. Taškas S yra šalia 
šešiakampio plokštumos, be to, ZSAB-ZSAF =90°. Raskite 
atkarpos SD ilgi, kai AS — AD. 


Su kuriomis m ir n reikšmėmis vektoriai aí 8; m; -8) іг bí 2; 4; n) 
yra statmeni, kai lal 5127 


10. 


Kaip toli nuo rutulio, kurio spindulys 15 ст, 
centro turi būti šviesos taškas, kad jis galėtų 


BV 


Taisyklingosios nupjautinės keturkampės piramidės aukštinė lygi 

12 dm, o pagrindų kraštinės — 20 cm ir 38 cm. Apskaičiuokite: 

a) šoninės briaunos ilgį, 

b) plotą pjūvio, gauto piramidę kertant per pagrindo įstrižaines einančia 
plokštuma, 

c) piramidės viso paviršiaus plotą. 


apšviesti Б rutulio paviršiaus? 


15 užduotis 


E a bs 


Trapecijos ABCD šoninės kraštinės AB іг CD pratęstos iki susikirtimo 


taško M. Raskite BM, jei АВ =1,2 m ,o CD:CM ==. 


Raskite x. 


Duota: OO, =18 ст, R =12 ст, 
К, =3 ст. Raskite diržo ABNDCM М 
ilgi. 


Lygiagretainio bukojo kampo pusiaukampinė dalija kraštinę į 12 cm ir 
7 cm ilgio atkarpas. Apskaičiuokite lygiagretainio perimetrą. 


Raskite trikampio АВС kampo A kosinusą, kai A(l;1), B(4;4) ir 
С(10; -2). 


O — lygiagretainio ABCD įstrižainių susikirtimo taškas, 5 - šalia 
lygiagretainio plokštumos esantis taškas, 54-5С, SB= SD. 
Įrodykite, kad tiesė SO statmena plokštumai ABCD. 
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7. 


Trikampio ABC pusiaukampinés susikerta B 
taške O. Per šį tašką nubrėžtos atkarpos y 
OD ir OE (taškai D ir E priklauso kraštinei 

BC) atitinkamai lygiagrečios krastinéms 
AB ir AC. Apskaičiuokite trikampio OED 
perimetrą, kai ВС =2 dm . á 


Jei kubo briauną pailginsime 2 ст, tai jo tūris padidės 98 cm. 
Apskaičiuokite naujojo kubo briaunos ilgį. 


Du metaliniai rutuliai, kurių skersmenys yra 
10cm ir 14 cm, patalpinti į ritinio formos 
indą. Indo skersmuo lygus 22 cm. Į indą 
įpilti 5 litrai vandens. Ar vanduo pilnai 
apsems rutulius? Atsakymą pagrįskite. 


. Iš 12 ат? skardos reikia pagaminti taisyklingosios keturkampės prizmės 


pavidalo atvirą baką. ; Жұ 
a) Pažymėję pagrindo kraštinę x parodykite, kad bako tūris 


y = 2-2). 


b) Kokios turi büti prizmés pagrindo krastiné ir aukstiné, kad jo türis 
būtų didžiausias? 


16 užduotis 


Lygiašoniame trikampyje ABC aukštinės AD ir CE, nubrėžtos į šonines 
kraštines, sudaro Z AMC = 1489 . Raskite A ABC kampus. 


Brėžinyje pavaizduotas stačiakampis 
ABCD. Remdamiesi brėžinio duomenimis, 
apskaičiuokite sina + tga. 


Trys apskrito skerspjüvio laidai, kuriu 
skersmenys yra 2 cm, įvilkti į apvalkalą. 
Raskite apvalkalo skersmenį šimtųjų 
tikslumu. 


Raskite plotą rombo, jei jo kampų didumai sutinka kaip 1:5, o 
kraštinės ilgis yra a. 
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5. 


Trikampio MNC viršūnių koordinatės уга: M(-4; -2), N(- I; - 2), 
C(3; 2). Apskaičiuokite: 


a) vektorių NM ir NC skaliarinę sandaugą, 
b) kampo N didumą. 


Trikampio ABC kraštinės AB tęsinyje atidėta atkarpa BD, lygi kraštinei 
BC. Nubrėžta atkarpa DC ir kampo ABC pusiaukampinė BE. Įrodykite, 
kad tiesės DC ir BE yra lygiagrečios. 


Iš metalinių vamzdžių reikia pagaminti 

rėmą, sudarytą iš keturių stačiakampių ir 

vieno pusapskritimio. Bendras vamzdžių 

ilgis 36 m. 

a) Jei vieno stačiakampio matmenys x 
metrų ir h metrų, tai bendras vamzdžių h 
ilgis / (metrais) lygus: / 26x + 6h + nx. 


<— 
Parodykite. T 
b) Įrodykite, kad bendras rėmo plotas gali būti apskaičiuotas pagal 
2 


formulę: S = 24x — 4x? E B 
c) Apskaičiuokite, koks turi būti rėmo pagrindo ilgis, kad plotas būtų 
didžiausias. 


Keturkampės sijos ilgis yra 50 dm, o jos skersinio pjūvio matmenys yra 
40 cm x 30 cm . Sija supjaustyta į lentas. Vienos lentos ilgis yra 2,5 m, 
plotis 20 cm ir storis - 20 mm. Kiek lentų išpjauta iš šios sijos? 


Į taisyklingąją trikampę piramidę įbrėžtas 
kūgis. Apskaičiuokite piramidės ir kūgio 
šoninių paviršių plotų santykį. 


. Į sferą įbrėžtas kūgis, kurio ašinio pjūvio kampas prie viršūnės с, о 


pagrindo spindulys ғ. Raskite sferos spindulį. 


17 užduotis 


Trikampio kraštinės уга 8 cm, 10 cm, 12 cm ilgio. Raskite kraštines 
trikampio, kurio viršūnės yra duotojo trikampio kraštinių vidurio taškai. 


Kiek kraštinių turi daugiakampis, jeigu visų jo kampų suma lygi 1080? . 
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C 
Apskritimo stygos AB ir CD kertasi taške М, ЖТА B 
АМ =8cm, DM -10ст. Raskite stygų 4 
ilgius, jeigu MB – CM =1 cm. 


D 


Stačiakampio viena kraštinė 10 cm ilgesnė už kitą. Raskite 
stačiakampio plotą, jei jo perimetras lygus 72 cm. 


Pavaizduota dviejų laivų A ir B padėtis prie 

švyturio. Laivas A nutolęs nuo švyturio 

pagrindo C 8km, o laivas B — 6 km. B 
Kampas ACB lygus 45?. Apskaičiuokite 

atstumą tarp laivų. Atsakymą suapvalinkite 

iki šimtųjų kilometro dalių. С А 


Į apskritimą įbrėžtas keturkampis 48СР, kurio plotas lygus 44 cm“, о 
kampas D yra status, be to, AB:BC=3:4. Apskaičiuokite 
keturkampio ABCD perimetrą, jei apskritimo spindulys lygus 5 cm. 


4 С 
1 
А C 
2 
B 


Apvalios skardinės dėžutės dugno skersmuo 10 cm, o aukštis 5 cm. 
Koks turi būti dėžutės aukštis, kad jos talpa liktų ta pati, bet dugno 


skersmuo padidėtų 50 94? 


a 


Taisyklingoje trikampėje prizmėje 4BCA,B,C, 

АВ -2ст, AA =l cm. Raskite: 

a) viso prizmės paviršiaus plotą, 

b) pjūvio, gaunamo kertant prizmę 
plokštuma ACB,, plotą, 

с) kampą tarp plokštumų АВС ir ABC, 

d) vektoriaus AA, -АС+ 2B,B - сс ilgį. 


í 


Su kuria taisyklingosios trikampés piramidés 
dvisienio kampo prie pagrindo reikáme а, 
įbrėžto į piramidę rutulio paviršiaus ploto 
santykis su piramidės šoninio paviršiaus 
plotu bus didžiausias? 


. Dviejų rutulio liečiamųjų plokštumų sudaromas kampas lygus 120? , o 


trumpiausias atstumas tarp lietimosi taškų rutulio paviršiumi lygus 
7 dm. Raskite rutulio spindulį. 


18 užduotis 


Raskite x. 
1009 


Trikampio kraštinės lygios 16 cm, 18 ст іг 26 ст. Apskaičiuokite 
ilgiausios kraštinės pusiaukraštinę. 


Atstumas OO, tarp dviejų apskri- 
timų centų lygus 25cm, o 
apskritimų spinduliai yra 8 cm ir 
12 cm. Apskaičiuokite jų bendros 


liestinės atkarpos AB ilgį. 
A 
Apskaičiuokite trikampio ABD plotą, 
jei trikampio ABC plotas lygus 40. 
B D 


8 C 12 


Trapecija ABCD jbrezta į apskritimą, /А-609, ¿Z ABD =90°, 

CD -4cm. 

a) Apskaičiuokite apskritimo spindulio ilgį. 

b) Koks gali būti kampo BMC didumas, jei M — apskritimo taškas, 
vienodai nutolęs nuo atkarpos BC galų? 


Taisyklingojo įbrėžtinio šešiakampio perimetras yra 5 cm mažesnis už 
apskritimo ilgį. Apskaičiuokite apytikslį (vienetų tikslumu) apskritimo 
ilgio reikšmę. 

Taisyklingaji tetraedra АВС Кегіате ^ 

plokštuma, einančia per briauną AC ir K 
briaunos SB tašką K, be to, BK: KS = 2:1. 
Raskite atkirstos piramidės KABC tūrį, jei 
tetraedro briauna lygi a. 


Keturkampio viršūnės yra taškuose A(2; 1; l), В; 6; 1), c(t 13; 7) ir 
Р; 4; 5). Raskite kampą tarp istriZainiu AC ir BD. 


467 


10. 
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Tuščiavidurio varinio rutulio išorinis skersmuo уга 10 cm, o sienelės 


уга 2 mm storio. Šio rutulio vidus pripildytas benzino. Apskaičiuokite 
rutulio masę. (Vario tankis yra 8,9 T benzino — 0,7 £), 

cm cm 
Atsakymą parašykite gramais vienetų tikslumu. 


Reikia pagaminti uždarą stačiakampio greta- 
sienio formos dėžę, kurios pagrindo plotas 
1 т2. Visų gretasienio briaunų ilgių suma turi 
būti 20 m. Kokie turi būti dėžės matmenys, 
kad paviršiaus plotas būtų didžiausias? 


19 užduotis 


Pusiaukraštinė, nubrėžta į vieną lygiašonio trikampio šoninę kraštinę, 
dalija trikampio perimetrą į dvi dalis: 21 cm ir 18 cm. Raskite trikampio 
kraštines. 


OC =6cm, ZX BCD = 30° . Apskaičiuokite 
užbrūkšniuotos dalies plotą. 


ABCD - trapecija. MN||BC| AD. ВС-3ст, AD=13cm, 
AB =6ст, CD 28cm, Pac = Pun - Raskite СМ: ND. 


1449 y 
Apskaičiuokite x ir y. 


Apskritimo skersmuo AB. Parašykite apskritimo lygtį, kai A(2; 3) ir 
B(-4; - 5). 

Apskaičiuokite trikampio АВС kraštinės BC ilgį, jei AC =10 cm, 
<В-309, Z А= 45°. 


Kügio pagrindo skersmuo ir aukstinés lygios 

po 12cm. Kūgis perkirsta plokštuma, lygia- h 

grečia pagrindui. Pjūvio spindulys lygus 4 cm. 

a) Apskaičiuokite kūgio sudaromosios pasvi- а“ > 
rimo į pagrindo plokštumą kampo tangentą. 

b) Raskite kūgio tūrį. 

c) Kokiu santykiu pjūvis dalija kūgio aukštinę? 


10. 


Yra du stačiakampio gretasienio formos bakai. Jų matmenys 
0,5 mx0,9 mx1,2 m. Vienas pripildytas vandens, kitas žibalo. Keliais 


kilogramais vandens masė didesnė, jei žibalo tankis 0,8 2. ? 
cm 


I$ švininių rutuliukų, kurių spindulys 2 mm, reikia ištekinti 1 cm 
spindulio rutulį. 
a) Kiek reikės rutuliukų? 


b) Kiek svers 1 cm spindulio rutulys, jei švino tankis 11,2 E ? 
m 


Keturkampės piramidės SABCD pagrindas 
yra lygiagretainis ABCD. Per briauną AB ir 
briaunos SC vidurio tašką M išvestas 
pjūvis, kuris dalija piramidę į dvi dalis. 
Raskite šių dalių tūrių santykį. 


20 užduotis 


Raskite x, jei a || b. 


СЕ D. 


Šoninė trikampio kraštinė padalyta į 5 lygias dalis ir per dalijimo taškus 
nubrėžtos tiesės, lygiagrečios su pagrindu. Pagrindas lygus 20 cm. 
Raskite lygiagrečių tiesių atkarpas, esančias tarp šoninių kraštinių. 


[5x7 | 
А Е р 
Senovinio dviračio didžiojo rato spindulys 4 kartus didesnis už mažojo. 


Mažesnysis ratas apsisuka, kol pedalai padaro trečdalį apskritimo. Kiek 
kartų apsisuks didysis dviračio ratas, jei pedalus apsuksime 8 kartus? 


Duota: ABCD - lygiagretainis, 
DA:EA=3:1. 
Rasti: CF : FE. 
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5. Duota: А ABC - statusis, BC =4cm, 
AC =8 cm . CDEF — kvadratas. F 
Apskaičiuokite: 8.2. 


6. Apskaičiuokite užtušuotos figūros: 
a) perimetrą, 
b) plotą. 


7. Į ritinio formos indą, kurio pagrindo spindulys 12 cm, įdėtas rutulys, 
kurio spindulys lygus 9 cm. Į indą įpilama tiek vandens, kad jo 
paviršius liestų rutulio paviršių. Koks bus vandens aukštis inde, jei 
išimsime rutulį? 


8. Su kuriomis m reikšmėmis vektorių 4 ( 2m; 3; 4) ir b ( – 8; – 3; т} ilgis 
vienodas? 


9. Kubo 4ABCDA,B,C,D, kraštinių ilgiai lygūs 1. 
a) Apskaičiuokite piramidės BCDB, tūrį. 
b) Įrodykite, kad kampas B,AD, lygus 60? . 
c) Apskaičiuokite kampą tarp kubo sienų 
įstrižainių AD, ir DC,. 


10. Kūgio sudaromoji yra / = M , о aukštinė lygi x. 
a) Įrodykite, kad kūgio tūris yra V = je E x°). 


b) Kokia turi būti kūgio aukštinė x e (0; 3V3), kad šio kūgio tūris būtų 
didžiausias? 
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ATSAKYMAI 
I DALIS. PLANIMETRIJA 
1 skyrius. Kampai 


[1:]a) Z1= Z2= 1209, /3 = 24 - 60^; b) Z1= Z3=609, Z2 = Z4 -120*. 


[2.] 2 50%; b) 42°; с) 48°. [3.] 36*, 144°. [4.] 719, 109°. [5.] 21-143, 
22-179; Z1-96?, Z2 = 42°; c) Z1 = 76°, Z2 = 91°. [6.] а) 16°; b) 96°; 
с) 71930. [7.] а) 149%; b) 93°. (8. a) 86°; b) 64°; с) 71°; d) 120°; е) 1129; 
f) 72°. a)92*; 5)90% с)126% d)1055 е) 12% 339, 
[10.]a) x = 64*, у =84°; b) x=309, y - 1509. [11.] b) 110°. [12.] 72°, 72°, 
36°. [13.] 90°, 58°, 32°. 28°. [15.] 150°. х= 14°, y = 1529, 
705, 70°, 40°. |18. | 30%, 60°. 118°. [20.]а) 6; b) з=, с) 22,5. 
BL] х=12, у=6. 


2 skyrius. Trikampiai 


[1.] 9; 16; 25. [2.] 20; 16; 9. [3] 6; 4. [4.] 345. [5.] 8/3 cm, 12 cm. 
(6. |а) 10 cm, 24 cm, 26 ст; b) 6 ст, 8 ст, 10 ст; c) 9 cm, 12 ст, 15 ст; 
d) 5 ст, 12 ст, 13 ст; е) 15 ст, 20 ст, 25 ст. [7.]а) 6; b) 5; c) 3. 10; 


24; 26. [9.]108 cm. [19.]21; 28; 35. [11.]]3 a=6,6=345, с-9; 
b) a-4/4l, b, =25, с=41; c) a, =6, b, -8, h-1642. [12.]a) 12; 


b) 445 ; с) 1642. [13] tem; п от [14.] 1,8 cm; 3,2 ст. 


[15.] 6 ст. 2/5; 44 5. 15. m s [19.] a) 30°; b) 60°; с) 90°. 
[2.]3 4; b)9; <)7. [RI] 30°, 30%, 120°; 26/3) [22] 810m. 


рз] ss. [24.] 2208] [25.] 24°. [27.] [27.] а) 17,5 Ы) 4; c)6. 


E ыш 75; b) х=9,у=20; с) х=13, у= 26. 
[30.] а) 72 cm^; 128 cn; b) 0,75. СА 20 ст?, 245 cn. S c =160, 
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Sau =250.[33-]o 3; 15; 942; 262; 30; e) 64: 225. [34.]0) 1.6; 
8 3 9 
d) 645 ; a. [35.] 9 5-5; 3) 48. [36.]с) 4-5: 49-5; ©) ту. 


ris e. 355. [s] вет. [48] 945; ®®. |4199. 


b) 172;9 6. [42.] 6 ст ст. [43.] a 2 - 2. а [45.] 36 ст. 


[46.] Jio. [47.] 9,5. [48.]247 ст. [49] ал, b) T 


[50.] 13 m. [51.] 10 km. [52.] 80 т. abi a Es]. 
[5s] а) 83; pun. с)96; 4)80; е) 32/3; f 7243. 
a) 27; b) 4,5. 192 ст?. [58.] 48 ст”, 9,6 cm. 842 ; 22. 
1543 ; 2419. 30 cm. 13 ст. 84 ст?; 6,72 cm. 


а) 6/3 ст; b) 2743 сті; с) 343 cm. 36 cm. 48. 
us 20cm. [68.] i b)48cm?. [69] 48. [7e] 72. 


[71.] а) 5; b) 10,5; pn [2.] а) r-1; Е-25;Мғ-3; Е-625; 


c) r=15; R-325. а) 3; b)8 ir 15. 10. 8 cm, 25 cm, 
15 cm. [76.]4/2 сті. d Ben 5, а) 96 cn; b) 10 ст; 


с)16л cm? [80.] a) 3 ст; b) 257 cm. [81.] 60. [82.]b) 10/2 cm, 105/2 cm, 


20 cm. 5 cm. [84.] 2 ir Уз 


3 


3 skyrius. Keturkampiai 


2410 12 s 
[I] вот [2] 7:299 [s] аво мә. [а] 9; 3 [s] idi 6) 
120 cm. [7.] 48 cm. [8.] 8 m, 18 m. [9.] 5. 12; 25. [11.] 56,25%. 
[12.] 1200 єстї. 100 ст. 8%. |15.| 32%. 6445. 
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24 cm. b)4 ir 4; c) 242. [19.] 100 cm. 20x 20 m. 


[21.] b) 10cm, 4 cm. [zz] » 555, S c) 2/5R.[23.] 9 ir 12. 
1 1 

gn [5] ғ vi 548 

[28] ы: Һа; с) та. [29.] 18 cm, 2443 cm. [30.] 5042 cm. 


[31.] 5ст. |32.) 20/2. [33.] 480 cm“. [34.] a) вост; b) 14,4 cm. 
[35. ] 13,44 cm. [36.] 1 am. [37.] 4/5 ir 8.5. [38.] 150 cm". [39.] 12843. 


[40.] 600 ст. [41.] 4/2 cm.[42.] 5443 ст. [43.] 10cm, 24cm. 
202,8. 338. 104. 72 cn. 9,6. vm 


20. [51.] a) 84,5; b) 3,25. [52.] 4. 2. 338. [55.] 4/3 ir 


9.3. 15 ст, 30 cm. [57.] 16 cm. [58.] 40. [59.] зо. [60.] 44. [61.] 52. 
5. 14 ir 2497. 7 ir 11. 32. 4843 cm“. 
a)40; b)32; с)30% ir 1509, 4243. a)40; b)8. 
100 cm. a) 26 ст; b) 4 cm; 2,5 cm. [72.] 48 cm“. 24410. 
66. 9645. 96. 1176. [78.] 60 cm. 1245 ст?. 
22543 cm’. 150. 6. а)4/2 ст; b) 445 ст. 
A47. 16 cm, 32 cm. 1. a) 5ст; b) 543 cm. 
17. 15 cm. 12 cm. 48 cm. 12m. 3. 
150. 6. 12,6 cm. 6 cm. Vab. 6:1. 
[100.] 270 cm. 4043 ст". [102.]312 cm“. 15. 3645. 


[105.] 26 ir 32. [106.] 48 ст. [107.] 204. [108.] 42. [109.] 600. [119.] 3 ст. 
[111.] 2. [112.] 4. [113.] 256. [114.] 576. [115.] 5 ст ir 15 cm. [116.] 4 ст. 


20. 32 ст. 44 5. 25 cm. [121.] 9 cm. 
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4 от, R39. ом, роз [123.] а) 5 em; 9 em т. A 
[125.] 5а [126.]6) 543 ir 20. [127.] 108. [128.] a) R; b) 5А. 


4 skyrius. Apskritimas. Skritulys 


[1.] a) 126°; b) 47°; c) 429; d) 64°; e) 105; f) 38°; g)16°; h) 1405; i) 44°. 
[2. | а) 25°, 259, 130°; b) 289, 110°, 425; c) 70%, 50°, 60%; d) 60°, 80°, 40°. 
[3.] 50°. [4] a) 52% b) 150°; с) 88°. [5.] a) 729; b) 8°; с) 128°. [6.] 51°. 
[7.] 20°. [8.] 72°, 144° ања 96°, 168°. [9.] 68°, 112°, 180. [10.] 34°, 73°, 
73°. |һ1.| 120°. |12.| 110°, 10°, 609. [13.] 72°, 108°, 80%, 100°. 
[14.] 6/3 ст. [15.] a) 12; b) 9; с) 5. 12. [17.] 6. 15. [19.] 30. 
1з. [21.] 4. [221 1,15. 70. [25.] AB =13 cm, CD = 14 cm. 


2 cm, 6 cm. LS. 12 cm, 6 cm. 9:4. 105. 
GL] 14cm, 4cm. 12 ir 20. [63] 3222. [34.] а) r 


b) 7 om’, [35] «362m [B6] = 435: [5] 9 * у=; Ы) 1622-1); 
с) 3h33) [38:] 25. а) 240°; b) 247 cm“. a) 6 cm; 
b) 30x cm“. san - 345 Jom". a) ris ; 


b) knees) а) 4643 +т)ет; b) 12643 л) ст", 
3 
5). [a] з у); ага сар а] © 


5 skyrius. Daugiakampiai, daugiakampių lygumas іг panašumas. 


Taisyklingieji daugiakampiai 


[L] a) 8; b) 12; с) 20; d) 18. [2.] a) 8; b) 15; с) 5; d) 16. [3.] a) taip; b) пе; 
c) taip; d) ne. [4.] 4. [5.] a) 16 ст; b) 6443 cm?.[6.] 20 cm. [7.] a) 12 ст; 
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b) 364/3 сті; с) 4453 cm. [8.]a) 3/6 ст; b) IA н, с) M on 


Злст?. [19.] а) 6,9 ст; b) 22,09 cm“. |11.) 45-2) [12.] 9 ir 


81. [13.] з. [14.]Plotas padidės 9 kartus. |15.|5 kartus. 30%. 
19%. 20%. а)8ст; — b) V2 cm. 
а) 4Алсті; ) 3,4 ст. р] 1242x ст. [22.]2 kartus. 
а) 19243 сті; b) 842 cm“. 2R.. [ 25.] 8. a) 5443 ст”; 
b) 343 cm; c) 4:3. [27] а) 48 ст; b) 48x m. [28.] 456 -343)em". 


[29.]a) J3cm; b) зі og 1043 cm. [31.] 9 12/3 +2)ет; 


2 
b) 1245 en. а 505. Bala 235; w) ЭУ? W3, [з] 6029 
1327 mm“. [36. | a) nėra; b) 72 - kampis. = [37.] sJ2(/2 +1). 


6 skyrius. Vektoriai plokštumoje. Koordinačių metodas 
plokštumoje 


Е] 


BC=AB+AF; ВЮ-= AB +2AF. EJ BD = BM - MC ; 


AM = BM «2MC. BD - X5 - a), Аб--24+16, 


г. 22: 4 .—_ 4— 2— oL 1— 1 
AB =-=СМ ВМ ; АС --5CM - BN; Mie m ССМ. 


чә 
чә 


c) néra. P(o; 2,5). [11.]а) -Ži b) -3. [12.]5 ir 5/2. [13.]24. 
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[14.] 7. [15.] а= -12#+2р [s] AM - 227.90}, (-1;-31), 
[18.] (7:0). [19.]a) (250); ы) (5:0). [20.]a) (05); b) (0:3). 
[21] (;-1); 37. [22.](0;8). [23.](-4:1) ғ (;-1). [24.]24. 
[25.] 100. (-3; 2). (5:2) ir (5:3). (24345; -1) arba 


[-2-345;-1); $945. 15434. 0,510. [](-2.-2). 

[32.|a) 2; b) 0; c) 1. a) 1,5; b) 4; c) 9,6. а) -3; b) 7; с) 16. 

[-4; 6). [36.] o°. Тұзы {-1;-2}. 120°. [39.]-11,5. 
63 5434 31 

Golas. [а]. [2] 54, Га]. |1» [ss] VG 


5=5;5 ir 2,5. $-42; cm D m [48.]24; 36. [49.] 29; 


5-м. [S]DK 748-2; |Dk|:|aB|- 337 :24.[51.]1) 72; 


2) ЯН =. CB -SCA [BL] D 44; 2) V52; УМ. 


|8911) АМ = BC - BÀ; CN - 184-80 2) cos < (B4, 8C)- Š. 
— 3-2 = 7 
=2 AB + BD .[55.] ——. 4/7. 
[54.] 1) 16; 2) AN - 7 AB [5s] => {т 
[57.] (x -2) + (y +4) =36. [58.] (x -3) « (» - 2) =9. 
[59.] x? «(y - 6) 225; x +(y+2Y = 25. [60.] 5043. [61.] 8. [62.] 1243. 
E] (+-05) «(,-42) =>. [64] (x -1) «(v - 1) =1 arba 


(x-5y «(y -5) = 25.[65.] 1) J2,5 ; 2) Tiesės OA lygtis yra y = 2х, tiesės 
AB lygtis yra y = 6 , tiesės BC lygtis уга y = 2x —10 , tiesės OC lygtis уга 


3 
y =0; 3) tiesės AC lygtis уга y=—3x+15.[66.]a) cos A=0, = 
cos C =; b) 24; c) 24. [67.]a) x-y+1=0, b) x-1=0;c) у-2=0. 


[68.]a) -x+2y=0; b) 3x+4y-22=0. 3x+2y=0. Tiesės 


MA lygtis: Зх -5y -1-0, tiesės NB lygtis: 3x y - 3-0. 
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[71] x 4» -10 - 0, 3x - y -8 - 0. [72.] (5; 0). У--2х-4. 

k=-2; 5-ші [32755,2558 
2 

y». 42 [rr] [8] лл). [8]; Ba. 

[80.] 3-22 .[81.]8. 


7 skyrius. Simetrija 


[а 8) ^ b) % 
С 
С 
O 
C A А, 
А Ci 
C 
(2.2) b) a 
B 
D 
B d в, © ` 
C, 
(3.14) d b) 
Bi 
A 
4i 


[4.]а) M,(2:-4); M,(8:-3); b) м,(-2;4); м(-в;3); c) M,(4:0): 
N(-2:1); d) M(-2;-4)5; N.(-8:-3). [5.]a) Ox; b) Oy; с) у-х. 
[6.]а) 4(-2:2); в(-1:6); с(-4;5); b) А(2;2); B(6;1); C,(5;4); 
c) A(-2:0); B(-1;-4); с(-4;-3). 
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c) K(2;0) L(0-5) м.(4;8); d) KL,=429. [s.]a 4(-5;-2) 
C(2;3); b) 5-35; P-2434 «14. [9.] 4(3;5), A; -5), 4(-6;5), 
А,(6; 5). 

П DALIS. STEREOMETRIJA 


1 skyrius. Pagrindinés stereometrijos savokos 


[2.] Taip. [3.] 9 taip; b) ne. 12 ст. 8- ст. [8] 10 m. (9.|8 ст. 


[10.]1,3 m. [11:] 1,7 m. [12.] 6/2 ст, 3cm. [13.] MN 1 Da. [14.]4 cm, 
8 cm. [15.]23 cm, 17 cm. [16.]2,5 cm. [17.] 445 em. Па 2 


=19,2 cm. [20.] 100 ст. [21.]45°. [22.] 5 ст, = 8,5 ст. 30°. 


[24.]9 cm. [25.] 13 cm. 


2 skyrius. Briaunainiai 


[1.] 345 am. [2.] 13 ст ir 9 cm. |3.|3ст; 10cm. [4.] 6. [5.] 120 ст. 
[6.] 24 cm. [7.] 12 ст. [8.] 6. [9.] 24 dm. [19.] 120 ст”. [11.] 168 cm. 


[12.]a) 4 cm; b) 144 ст; с) 16(9 + J3) em. [13:] 25 ст, 25 em, 30 cm, 
24 cm. [14.]34 ст, 20cm, 18 cm. [15.]a) 1243 сті; b) 7cm; 


c) 263 yi [16.]a) 1843 cm! ; b) 643 ст; с) 36(4 + J3)em 


[17.] 2442 ст’. [18.]7 cm. [19.] à) 6043 сті; b) БЕРЕСІ 
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2443 cm, 2443 cm. [22.] 842 dm! афа 32 dm. 
81 em. [24.] 8 ст. [25.] 1,5 ст. [26.] 192 ст. [27.] 6. [28.] 78 cm. 


72. [30.] 27 dm. [31.] a) 5 ст; b) 24 ст?; с) 240 ст?. [32.] a) 10 cm; 
b) бст; c) 60cm |. a) бст; b) 24cm; c) l44cm.. 


[34.] à 1553, b)9 ст; c) 1353 [88] |35.|36 dm. [36.] 8 c>. 


[37.]2. [38.]240. [39.]64 cm. [40.] 144 ст”. [41.] 64 ст? [42:] 1 т. 
[43.]a) 6343 dm ; ыза”. — [a4.]72cw. [35.] 2x1x3 dm. 


[46.] 4х4х2 dm. [47.] [z] P». [48.] 24 ат?. [49.] 126 ст. [50.]27. 


(51.| 67243. [52-] 11. [53.] 1,5 cm. [54.] 24. 55.) S on (56.|225 cm. 
[57.]22. [58.]9 cm. [59.] 26-243 )am. [0] —. (61.|5. [62.]18. 
60 т?. 3643 ст”. 18 cm. 943 ст". 
3.427 ст. aia [69.] 5 cm. 0,75. 4043 cm’. 
443 ст. [73.] 400 cm. [74.] 48. [75.] 192. 48. z 


ил $m [79.]33 ст. [80.]a) /34; b) aresin a) c) n. ; d) 12. 


e [82.]3 : 5. [83.]0,75. 18. [85.] 3200 am’. ES 
446. axA4h' +a’. ы л arg 72. 
[92:] 20 cm. [93-]a) 7 m; b) 2895 m. 1064 cm?. [95.] a) 4 dm, b) ; 


19,5 m. а) 2743 ст, ) 1943 cm. а) 36 cm", 
b) 1443 cm“. 5 cm. 2 ст?, 8 стг. 240 ат. 
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3 skyrius. Sukiniai 


[1.] a) 43243 ст?, b) 8647 сті. [2.] a) 8 cm; b) 768r сті; c) 20481 ст’. 


[3.] 6002 em. [4.] а) 240 стг; b) 2,88 dm’. [5.] 36 cm. [6.]45°. [7.]3. 
(8.|5. [9.]a) 912лсті; b) 3744лст!. [10.] 384x cm); 288лст?. 
[11.]a) 234ncm^; b) 324r cm". [12.]a) 440rdm^; b) L2r m’. 


[13.]a) 5 ст; b)64 cm? [4.]а) 216cm; Ъ) 36тст?; c) 6482 cm’. 
/ 3 

[15.]a) 34 cm; b) 180mcm' афа 752 cm. ре] 5440. [17.] =. 
T 


4n dm’. CAR [21.]a) 6/3 ст; b) 5441 cm? ; с) 5443 стг. 
x 


[22.]a) ыз pp b) ==” [23.]а) 3645 сті: b) 1081 cm“; 


c) 72432 cm". [24.]a) 30лсті; b)4 cm. [25.]a) 9x[/2 +1)ст?; 
b) 6r cm. [26.|a) 6752 сті; b) 750437 cm’. jaw. [28.] 48 cm. 


(29.|45%. [30.]2: 1. pus [32.] 225. [33.] зо°. [34.] 7. [35.] 16. 
[36.]a) 8x dm’; b) 8x43 dm’. Зл dm’. [38.]a) 216°; b) 272 cm“. 
[39] 22 ane. [40.] 8 4m. [41.]a) 16x dm), b) 202 dm’. [42.] 5 cm. 


2562 ст”; 384n ст’. [44.]a) 961 cm! ; b) 96x cm. 
[45.]a) 5762 cm^; Ы) 1024x cm". = 035 m. [47.] 36/22 cm. 


2 217932 
Zaresiu Š — a) 268,87 cm? ; 


b)6l44ncm. [51.]а) 34x dm; 5) 14лат. [52.]b) 4 cm, 


c) E cm’. 1827 m°. 2602 ст". (55.|а) 2647 сті; 


b) 222 n em [56.] а) 542 ст; b) 5250 2x cm? [s7.] ауу, = 1282 ст”, 
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У.,-1872лст?; b) S, =80лст?, S,, -420лст:. [58.]a) 312x cm’; 


b) 1207 cm. 60 ст?. 375 cn. 847 m’. 
a) 3020r cm); b) 476m cm". а) 2807 ст?; b) 2702 cm". 
& 377 g. & 12. 271 cm“, 27л ст}. 


[s] 7 om" |686 ст. [69.] 8 cm. TR. х 785 km. 


=14 ст. = 39 cm. [75.] 167. i cm’. [77.]4. 
| 78. | Ne. [79.] Taip. [80.] 6 cm. [81.]3 cm. [82.]8 cm. (83. |) 4 ст; 


b) lóncm^, б64пст!. [84.]а) 48лсті; b) 521 cm, = ст}. 


[85.]a) 25тт'; b) I т. [86.]a) 1944лст); b) 12152 cm". 
34182л ст’. šo 14 ст; b) 75r cm! ; 277 cm“. 


4 skyrius. Apibrėžtos ir įbrėžtos erdvės figūros 


[1.] 9 16/2 cm’ ; b) 4n em" [2.] а) 242 dm’ ;b) 645 dm’. [3.] 1643 а. 
[4.] 120cm. (54:1. [6.]a) 48xcm^; b) 964/3 ст [7.] 9 8x т; 
Ы) 8лті; с) 443 m?.[ 8.| [8.]2: 15 242 Ii 12436045 з). 
Rr] 2905-50) ра] 29. раро ан: ылас 
За ‚зїп? a - tga. [15.] a) 4 m; b) 287 m’. [16.] a) 

cosa" 


мена [.] 4.13. [18.] 645 cm’. [19] 1:5. [20.] 2 an. 


(21.12) 128xcm'; b) =2384kg; с) 331% [22.] а) 2882 cm’; 


b) 4001 cm? ; c) Zr cm’. [23.]a) 9x43 cm’; b) 181 cm?. 
Gao EE om; ьузәлет. [sJ] 7 61225 ғары 
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3R 3л? 
jm. т le бучава; 
Pg ©су iS L sa. 


[30.] а) 6/3 ст, 1843 cm ; b) 24/3 cm. [31.] 131. Iere. . [B2.] 242 ; ы 
[55:] 245. BEJ n [s] 42. [36] o2 [S7] V6 em. 


5 skyrius. Vektoriai erdvéje. Koordinaciy metodas erdvéje 


Ја 6; b) DB. [3.]a) РО; b) АК; с) 4D «OE; d) AK [4.]a) АС; 
b) СВ; c) BC. [5.]a) -1; b) 2; 9 - 65. S is S, 
d) AC. [7.] 0D - à-5 «c; OM - =,4+08+ ©. [8.]а) а-5; 


b) -zà-bi 9 4-26; d) 08 +Ë. Пі. 54: - 18; -9 


dl 5; 15; - J) BZ] ыру) ле: c) ne; d) taip [13.] í B; i. }. [a]a- b«c. 


[15.] a(4; 2; -4) arba a(-4;/2;4) [1 а В=1 афа а= -1, 


^s mucus 8035 esp Bue 


B--2 афа 2-3, £-2. [n] (-6-248) КЕ a[ 45; 24; 0). 
[23.] { 6;12; 6).[24.] (12; 6; 6} [25.] х= -4, у=2 arba x 2-8, у--2. 


(26.|37. [27.] -0,5p". X arcos m [29.]a) мо; 
MS. [32] arccos L. 


b) arccos = š (-48; 64; 60]. arccos 

arccos 5. п — arccos 25. [35.] m -arccos T. 

[37.]b) arccos ыы, [38.]b) arccos 
3 2 

taip; b) ne. a) taip; b) ne. ——; b) ——. 

[40.]2) шір; b) пе. [41.]а) шір; b) ne. |4242 77; 9) 7— 
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4na'tg'a. 


63 14 
; [39.] b) m- arccos | 
46441 ) 4345 


2 5 3 
43. —-——. b) c —; b) 2a; a. 
[s] озо - ——. [47.] x - 2» «3243 - 0. NGA 


[49.] x+ z-4- 0. [50.] x «2» «22-9 - 0. BL] 2x - » -2- 0. 
(52.|х%22-4-0.  [53.] 3x - y «52-7 - 0. E [55.] 60%. 


а) arccos |7. ;b) 45°; c) 60° [57.]2. [ss.] arcsin —— 755 E 1) Stat- 


menos, 2) lygiagrečios . 52. 309. -]1. arcsin., 
(64.3. 


III DALIS. MOKYKLINIO GEOMETRIJOS KURSO 
KARTOJIMO UZDUOCIU ATSAKYMAI 


1 uZduotis 
[L] 24244, zB 7136, zC=1129.[2.]4. [3.] a) £ 
[4.] 4) en. [s.] 74h . (6. [6.] а) (5 =j); b) 4. a) 4(/7 +1)em 
b) 24б en с) 1 d) 2y2. [&] «84. [e] 9) 15 cm; b) 64x сті; 


c) 3201 ст’. a) 48 cm“; b) 80 cm; c) 384 cm". 


УЗ ay 251 


2 užduotis 


[L] 324 m іг 12,6m arba 3012 т іг slm. [2.]42. B] 25°. 


[4.] 237,6 Ке. a) 75°; b) 210°. а) 135°; b) 5. 45°. 


а) «3052 cm! , = 4578 ст? ; b) 1017 cm , =1526ст?. 20 cm, 
10 cm. 
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3 užduotis 


[1.] 309, 30°, 120° arba 80°, 80°, 20°. [2.8 cm, 24 cm. [4.]224. [5:]3 ст, 


2.0 
iisen en 1055 [6] - 2. Po 65. [8.] a) = 29,2 cm; 
b) = 72 ст? . [9.] 800. [10:] 13 ст. 

4 užduotis 
[L] 34 m. [2.] 6. [B.] ZACB= Z ADB =60*, Z DAC = Z CBD - 1205. 


a) Įvairiakraštis; b) 6/2 +1); с) V34. 1 т. a) 63 ст”; 
b) 243 cm. [7.] AB «43m .[9.] o 12/3 em . [10.] 2001 ст? . 


5 


5 užduotis 


[1.]30 em, 24 ст, 18 ст. т cm? .[3.] 30°, 140°, 150°, 40°. 
12 - 645 ст =3,5 cm. [5.] 9,6 min. [6.] -6, 6. 120 mm. 


6:1») = dm' ; b) 87 dm; c) Ser p 


6 užduotis 


32 cm... [2.] 72°. [3.] a) 578; b) 86743 . [4.] 31,5 m. [5.] 6 cm, 7 ст. 
L6. | 


20,5 cm. 8m ir 12m. а) 72 cm; b) 576 ст?; c) 1152 cm. 
«0,8 dm . [10.] 2 


7 užduotis 


[1.] 3) Statusis; b) 543 ст; c) 253 cm? . [2.] 20° . [3.] 16 ст. 


-ineli. (5.19) 443 cm; b) 15? arba 759. [7.] 5 2 ст; c) 3 cm. 


45007 ст’. s 484 kg. 3\15 +6)ст". 
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8 užduotis 
[i] 63 +4). [2] т. [B]12 em. [E] зво. (Б |а) 192 em? 
b) 12,5 cm. [6.] a) - b) 4043 cm? . [7.] 2,5 ст ir 4 cm arba 125 cm ir 
8 cm. [8.] 15. [9.] = 2,9 m . [10.] a) 8; b) 320. 


9 užduotis 


5x 25(4 - т) 7 
2] 40. B. Zem; b —— em. [4] ——. 
0m а) 10+- em; b) cm == 


4 


[5.]a) 48 = 75°, АС = 45°; » 3268-1), T [7.]ъ) 545. 


a) 510--24042 ст”; b)2040cm'; с) 1742 ст. [9.]4,5 cm. 
«105 48 


ат” 
10 uZduotis 
[1.] 7,5 cm. [2.] 4,8 cm. [3.] 40°. [4.] 10 cm. [6.] a) 84,5 dm2; b) 3,25 dm. 
e i. [8.]9. [9.] 396 dm. № ope. 


11 uZduotis 


[1.] 40°. [3.] 70°. [4.] 345,45 m. [5.] 343 - m. [6.] 60° . [7.] 7,5 m arba 
1 m. [8.] 45°, 45°, 90° . |9. |360 am’. [10.] m. 


12 užduotis 


[1.] 50°, 50°, 130°, 130°. [2.] b) 40 cm, 84 cm; с) A ; d) РВ +РТ. 


R, =15, R, =19,5, R, =12. [4.] 20 m. [5.] 32. [6.] 52 cm. [7.] 24 m. 
(8.|20 min. [9.] a) 20-..[10.]а) 161 сті; 10Ž mem) ;b) 9x cem’. 
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13 užduotis 


[L] OB =9 cm ,OD =12 cm [2.]a) 36 cm 48 ст; b) 0,83. [3.] Plotai lygūs. 


132°. [5.] 90 cm. [6.]a) 7243 cm! ; b) 12 cm, 1243 ст; c) 27лст?. 
2 
8,2 cm. DA 


14 užduotis 


[L] 15. [2:] 41 cm. [4.] Sumažės 4 %. [5.] 3,5. [6.] 1224 ст. [7.] 242 a. 
т=4,п=0 arba m--4,n-4. 45 m. a) 306 cm; 


b) 34842 cm? ; с) 3584 cm". 
15 užduotis 


[T] 6o» . [2] 1,8 m. [B] 18Íz +43) ст. [4.] 62 cm arba 52 cm. 
[7.]2 dm. [s.]3 cm. [9.] Neapsems. [10.]2 mir 1 m. 


D 


d 


16 užduotis 


O] ZA=ZC=149, 28 2325. 22.3] $516 азот. 


24. [5.] 0 212; b) 1359. [7] с) nt. 60. E 
: 


sina 


17 užduotis 


[1.]4 cm, 5 em, 6 cm. [2.] 8. [5 J AB - 13cm, CD -14 cm .|4.|299 cm". 
5,67 km. 144 645 ст. [7.] a) (6+24/3) ст; b) 2 cn; с) 30°; 
d) 2. [8.] 22 т [ә] arccos(V2 -1). [10.] «6,7 ат. 
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18 uZduotis 
[1.] 5o». [2.] 11 cm. [3:] 15 cm. [4:] 100. [5:]a) 4 ст; b) 30° arba 150°. 
[6.] 112 em. [2] Ara 90° .[9.] =861 g. [10.] 0,5 mx2 mx2,5 m. 


19 užduotis 


E] 11 cm, 14 cm, 14 cm arba 15 cm, 12 cm, 12 cm. 943 +67 cm". 
6:1. х-36%, у=144°. (1) +(у+1) -25. 


[6.] 10/2 ст. [7.] а)2; b) 144 m^; с)2:1. (В | 108 kg. [9.] a) 125; 
b) «47,3 g .[10.]3 : 5. 


20 užduotis 
[L] 50°. 4cm, 8cm, 12cm, l6cm. 3:2. 6 kartus. 
75«v [6.]a) [88-3 a) iw. ab 2 п). E] 11,25 cm. 


[s.]- 4 4.[9.]а) cio 60° . [10.]b) 3. 
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